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Ïðåäèñëîâèå

Íîøà äîáðîäåòåëè íåëåãêà.

Çàêîí äîáðîäåòåëè

Åñëè âû îäíàæäû ÷òî-òî ñäåëàëè ïðàâèëüíî,
òî êòî-íèáóäü îáÿçàòåëüíî ïîïðîñèò âàñ ñäå-
ëàòü ýòî åùå ðàç.

Ñëåäñòâèå çàêîíà äîáðîäåòåëè

Íàñòîÿùåå èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì, äîïîëíåííûì è èñïðà-
âëåííûì âàðèàíòîì êíèãè "Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé" ([21]), âûøåäøåé â 1986 ã. â èçäàòåëüñòâå Âîðîíåæñêîãî
óíèâåðñèòåòà è äàâíî óæå ñòàâøåé áèáëèîãðàôè÷åñêîé ðåäêîñòüþ. Çà
èñòåêøèå íåïîëíûå äâàäöàòü ëåò ìíîãîçíà÷íûé àíàëèç è òåîðèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïðîäîëæàëè ðàçâèâàòüñÿ î÷åíü áóðíî, íà-
õîäÿ íîâûå ïðèëîæåíèÿ è íîâûõ ñòîðîííèêîâ. Âåñüìà ýôôåêòèâíûå
ïðèìåíåíèÿ èäåé è ìåòîäîâ òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê òåîðèÿ îïòèìèçàöèè, íåãëàäêèé è âûïóêëûé
àíàëèç, òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèÿ èãð, ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà è äðóãèõ, ñòàëè îáùåïðèçíàííûìè. Íåñìîòðÿ íà
ïîÿâèâøèåñÿ çà ýòî âðåìÿ íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé è îãðîìíîå ÷èñëî
äðóãèõ ïóáëèêàöèé, èäåÿ íåáîëüøîé êíèãè, äàþùåé äîñòàòî÷íî ýëå-
ìåíòàðíîå ââåäåíèå â ïðåäìåò êàê äëÿ "ïðèêëàäíèêîâ", òàê è äëÿ
"òåîðåòèêîâ", íà÷èíàÿ ñî ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ,
ñòàëà, ïîæàëóé, åùå áîëåå àêòóàëüíîé, è ìû ïðèçíàòåëüíû ïðîôåñ-
ñîðàì Ï.Ï. Çàáðåéêî è Â.À. Ìèëüìàíó è èçäàòåëüñòâó "Åäèòîðèàë
ÓÐÑÑ"çà ïðåäëîæåíèå ïîäãîòîâèòü ýòî èçäàíèå.

Îñíîâíîìó èçëîæåíèþ ïðåäïîñëàíà íóëåâàÿ ãëàâà, ãäå ïðèâîäÿò-
ñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ñâåäåíèÿ, â îñíîâíîì, èç òîïîëîãèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà êíèãè íà÷èíàåòñÿ ïðèìåðàìè, ïîêàçûâàþùèìè íà-
ñêîëüêî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò èäåÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Äàëåå îïèñûâàþòñÿ òèïû íåïðå-
ðûâíîñòè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ðàçëè÷íûå îïåðàöèè íàä ìíî-
ãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè è èõ ñâîéñòâà. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
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íÿòèå íåïðåðûâíîãî îäíîçíà÷íîãî ñå÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ è äîêàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ìàéêëà î ñóùåñòâîâàíèè
íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îäíîçíà÷íîé àïïðîêñèìà-
öèè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òå-
îðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî èçäàíèÿ, ìû ïðèâîäèì
àíàëîãè äàííûõ óòâåðæäåíèé äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ ðàç-
ëîæèìûìè çíà÷åíèÿìè. Çàâåðøàåò ïåðâóþ ãëàâó îïèñàíèå ñâîéñòâ
èçìåðèìûõ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ìû ïðèâîäèì çäåñü äîêàçàòåëü-
ñòâî èçâåñòíîé ïî ñâîèì ïðèëîæåíèÿì â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ëåììû
Ôèëèïïîâà è ïîäðîáíî èçó÷àåì ñâîéñòâà ìíîãîçíà÷íîãî îïåðàòîðà
ñóïåðïîçèöèè. Çäåñü íîâûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìíî-
ãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, èçëî-
æåíèå ñâîéñòâ ìíîãîçíà÷íîãî èíòåãðàëà è ñâîéñòâ ìóëüòèîïåðàòîðà
ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæäåííîãî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó ìóëüòèîòîáðà-
æåíèåì.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷-
íûõ îòîáðàæåíèé. Ìû ïðèâîäèì òåîðåìó Íàäëåðà � ìíîãîçíà÷íûé
àíàëîã êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà Áàíàõà íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìà-
þùåãî îòîáðàæåíèÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì èçäàíèåì, ìû äîáàâè-
ëè çäåñü ðàññìîòðåíèå ñæèìàþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, çà-
âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê, ïðèëîæåíèé ê óðàâíåíèÿì ñ ñþðúåêòèâíûìè ëè-
íåéíûìè îïåðàòîðàìè. Äàëåå èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè êîìïàêòíûõ ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è äàþòñÿ åå ïðèëîæåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
ðÿäà ïðèíöèïîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè, âêëþ÷àÿ èçâåñòíóþ òåîðåìó
Êàêóòàíè�Áîíåíáëàñòà�Êàðëèíà. Ãëàâà äîïîëíåíà îïèñàíèåì òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òåîðåìîé Áðàó-
äåðà�Ôàíà î íåïîäâèæíîé òî÷êå è åå ïðèëîæåíèåì ê ðåøåíèþ âàðè-
àöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Âñÿ òðåòüÿ ãëàâà îòâåäåíà èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-
íèé è èõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ðàçäåë ïîäâåðã-
ñÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîé ïåðåðàáîòêå. Ìû íà÷èíàåì ñ ðÿäà ïðè-
ìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïîÿâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
ïðè îïèñàíèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå. Çàòåì, íà
áàçå ðàçâèòûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ìû ïðè-
âîäèì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è îïèñûâàåì ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðå-

4



øåíèé. Ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè
íàõîäèò òàêæå è ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Çäåñü âûäåëèì â êà÷åñòâå íîâûõ ýëåìåíòîâ
ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ ïîëóëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
è ðàçâèòèå ìåòîäà íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Äàëåå ìû èçó÷àåì âî-
ïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé è ðàññìàòðèâàåì ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çà-
äà÷ îïòèìèçàöèè.

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå. Îïèñûâàþòñÿ îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ òðàåêòîðèé.
Ýòîò ðàçäåë äîïîëíåí âîïðîñîì î òî÷êàõ ïîêîÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
êîòîðûé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Ïîñëåäíèé ðàçäåë, îòâåäåííûé ïðèëîæåíèÿì ê òåîðåìàì î ðàâíîâå-
ñèè â òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Â íåì
ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ òåîðåìà î òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ â àíòàãîíèñòè÷åñêîé
èãðå è åå ñëåäñòâèå äëÿ ìàòðè÷íûõ èãð. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âî-
ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè
òèïà Ýððîó�Äåáðå�Ìàêêåíçè.

Êíèãó çàâåðøàþò êîììåíòàðèè ïî áèáëèîãðàôèè è äîïîëíåíèÿ,
òàêæå íàïèñàííûå ñïåöèàëüíî äëÿ íàñòîÿùåãî èçäàíèÿ. Íåîáõîäè-
ìîñòü ëèòåðàòóðíûõ óêàçàíèé îñîáî ïîä÷åðêèâàåòñÿ òåì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì âàðèàíòîì êíèãè áèáëèî-
ãðàôèÿ ñóùåñòâåííî ðàñøèðåíà � ñ 33 äî 334 íàèìåíîâàíèé. Äîïîë-
íåíèÿ êðàòêî îáðèñîâûâàþò íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ðÿäà ðàçäåëîâ,
îïèñàííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Äàííàÿ âåðñèÿ êíèãè ïîäãîòîâëåíà Á.Ä. Ãåëüìàíîì è Â.Â. Îáó-
õîâñêèì. Ýòà ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 05-01-00100.
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Ãëàâà 0. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
Ãëàâà ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ â îñíîâíîì èç îáùåé òî-
ïîëîãèè, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. [1],
[69], [78], [79], [119], [130]). ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ äàííûìè âîïðîñà-
ìè, ìîæåò ñðàçó ïåðåéòè ê Ãëàâå 1.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ñèìâîëû x ∈ X(x /∈ X),
X ⊂ Y, {X = Y \ X äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè (íå ïðèíàä-
ëåæíîñòè) ýëåìåíòà ìíîæåñòâó, âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà â ìíî-
æåñòâî (îòìåòèì, ÷òî çíàê ⊂ íå èñêëþ÷àåò ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ X
è Y ) è äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó X â Y . Åñëè {Xα}α∈I - íåêîòî-
ðîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, òî ñèìâîëàìè

⋃
α∈I

Xα è
⋂

α∈I

Xα îáîçíà÷àþòñÿ
îáúåäèíåíèå è , ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ èç ýòîãî ñåìåé-
ñòâà. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X è Y îáîçíà÷àåòñÿ X × Y .
Çíàêîì {x|M(x)} îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ x, îáëàäàþ-
ùèõ ñâîéñòâîì M(x).

Ïóñòü X - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî; ïîä òîïîëîãèåé â X ïîíèìàåòñÿ
íåêîòîðàÿ ñèñòåìà τ ïîäìíîæåñòâ èç X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:
1) ∅ è X ïðèíàäëåæèò τ ;
2) åñëè U è V ïðèíàäëåæàò τ , òî è èõ ïåðåñå÷åíèå U∩V ïðèíàäëåæèò
τ ;
3) îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ èç τ ïðèíàäëåæèò τ.
Ýëåìåíòû ñèñòåìû τ íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, à ïàðà
(X, τ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè òîïîëîãèÿ
τ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, òî ãîâîðÿò ïðîñòî î òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
X.

Åñëè τ - òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå X, òî áàçîé ýòîé òîïîëîãèè
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîäñèñòåìà τ1 ⊂ τ , ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç τ ÿâëÿ-
åòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç τ1.

Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R îáû÷íî íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé,
â êîòîðîé áàçà ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ (a, b).

Ïóñòü (X, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
x ∈ X íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî X, â êîòîðîì ëåæèò îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x. Àíàëîãè÷íî îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà
A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî X, â êîòîðîì ëåæèò îòêðû-
òîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Ïîäìíîæåñòâî â X òîãäà è òîëüêî
òîãäà îòêðûòî, êîãäà îíî åñòü îêðåñòíîñòü êàæäîé ñâîåé òî÷êè.
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Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A, îáîçíà÷àåìàÿ êàê intA - ýòî íàè-
áîëüøîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â A. Òî÷êè intA íàçû-
âàþòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè A.

Ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ çà-
ìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå X \A îòêðûòî. Çàìûêàíèå A ìíîæå-
ñòâà A - ýòî íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Ìíî-
æåñòâî çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì
çàìûêàíèåì.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè
îíî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî A, êîòîðîå âñþäó ïëîòíî, ò.å.
A = X.

Åñëè (X1, τ1), (X2, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî òîïîëî-
ãèÿ â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X1×X2 ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: åå áàçîé ñëóæàò ìíîæåñòâà âèäà {Uα × Uβ}, ãäå Uα ∈ τ1, Uβ ∈
τ2. Ìíîæåñòâî X1 × X2, íàäåëåííîå òàêîé òîïîëîãèåé, íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì X1 è X2.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ:
à) T1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè êàæäîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî èç X çà-
ìêíóòî;
á) õàóñäîðôîâûì, åñëè ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èç X èìåþò íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè;
â) ðåãóëÿðíûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà è ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íå
ñîäåðæàùåå åå, îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè;
ã) íîðìàëüíûì, åñëè ëþáûå äâà åãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâà îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè.
Ïóñòü X, Y - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; îòîáðàæåíèå f : X → Y
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ìíîæåñòâî f−1(V ) = {x|x ∈ X, f(x) ∈
V } îòêðûòî â X äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî V ⊂ Y.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íà êàæäîì èç ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ
A ⊂ X îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ, îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ A ñ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè èç X. Òàêàÿ òî-
ïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé èëè èíäóöèðîâàííîé. Ïîäìíîæå-
ñòâî A ñ ýòîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì (ïðîñòðàí-
ñòâà X). Åñëè A - ïîäïðîñòðàíñòâî X, òî îòîáðàæåíèå i : A → X,
îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó i(x) = x, íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì âëî-
æåíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ íåïðåðûâíî.

Ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñâÿ-
çíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ (â îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãèè) ìíîæåñòâ.
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Îòêðûòîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàåòñÿ îáëàñòüþ.

Ïóñòü X - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; ôóíêöèÿ f : X → R
íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó (ñíèçó) â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x, ÷òî f(x′) <
f(x) + ε äëÿ âñåõ x′ ∈ U(x) (ñîîòâåòñòâåííî f(x′) > f(x)− ε äëÿ âñåõ
x ∈ U(x)). Åñëè ôóíêöèÿ f ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó (èëè ñíèçó) â
êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà X, òî îíà íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé
ñâåðõó (èëè ñíèçó). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïîëóíåïðåðûâíà
ñâåðõó (ñíèçó), åñëè äëÿ ëþáîãî r ∈ R ìíîæåñòâî {x|x ∈ X, f(x) < r}
(ñîîòâåòñòâåííî {x|x ∈ X, f(x) > r}) îòêðûòî. Ïðè ðàññìîòðåíèè
ïîëóíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÷àñòî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè äåéñòâóþò
â ðàñøèðåííóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ R̄, ïîëó÷åííóþ èç R äîáàâëåíèåì
+∞ è −∞.

Ìíîæåñòâî A ñ çàäàííûì íà íåì áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤ íà-
çûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1)α ≤ β, β ≤ γ
âëå÷åò α ≤ γ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ A; 2) α ≤ α äëÿ ëþáîãî α ∈ A; 3)
äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A íàéäåòñÿ γ ∈ A òàêîå, ÷òî α ≤ γ, β ≤ γ. Îòîá-
ðàæåíèå íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà A â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
X, ò.å. ñîîòâåòñòâèå, ïî êîòîðîìó êàæäîìó α ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿ
íåêîòîðîå xα ∈ X, íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîñòüþ èëè îáîáùåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Íàïðàâëåííîñòü {xα} ⊂ X ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþ-
áîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ α0, ÷òî xα ∈ U
äëÿ âñåõ α ≥ α0. Òî÷êà x ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ïîäìíîæåñòâà M
ïðîñòðàíñòâà X â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà â M åñòü íàïðàâ-
ëåííîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

Ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
∑

ïîäìíîæåñòâ
X, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ X. Ïîêðûòèå

∑′ íàçûâàåòñÿ
ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ

∑
, åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû

∑′

ïðèíàäëåæèò
∑

. Åñëè êàæäîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå,
òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì.

Êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà X ðàâíîñèëüíà êàæäîìó èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:
1) êàæäàÿ íàïðàâëåííîñòü â X ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäíàïðàâëåí-
íîñòü;
2) âñÿêàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X (ò.å.
òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ íåïóñòàÿ êîíå÷íàÿ åå ïîäñèñòåìà èìååò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì, åñëè åãî
çàìûêàíèå X êîìïàêòíî. Êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà-
çûâàþò êîìïàêòîì. Ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ f : X → R,
çàäàííàÿ íà êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X, äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìó-
ìà, à ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó - ìèíèìóìà.

Â ñèëó òåîðåìû Òèõîíîâà òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå X1 ×X2

êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ X1 è X2 êîìïàêòíî.
Ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà n -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn îòíîñèòåëü-

íî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îãðàíè÷åíî.
Ïîêðûòèå

∑
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-

íî êîíå÷íûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ U ,
ïåðåñåêàþùåéñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ èç

∑
. Òîïîëîãè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì, åñëè îíî õàóñ-
äîðôîâî è â êàæäîå åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå 4 ìîæíî âïèñàòü ëî-
êàëüíî êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå

∑
(ò.å. êàæäîå èç ìíîæåñòâ

∑
ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ 4).

Äëÿ âñÿêîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ Ξ = {Uj}j∈J

ïàðàêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò ïîä÷èíåííîå åìó ðàç-
áèåíèå åäèíèöû, ò.å. ñåìåéñòâî {pj}j∈J íåïðåðûâíûõ íà X íåîòðè-
öàòåëüíûõ ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî: 1) äëÿ ëþáîãî j ∈ J âûïîëíåíî:
{x|x ∈ X, pj(x) 6= 0} ⊂ Uj ; 2) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X :

∑
j∈J

pj(x) = 1,

ïðè÷åì ââèäó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ïîêðûòèÿ Ξ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ñëàãàåìûõ â äàííîé ñóììå îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ïóñòü (X, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X, r > 0. Ìíîæåñòâî
Br(x) = {y|y ∈ X, %(x, y) < r}

íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â x, à ìíîæåñòâî
Br(x) = {y|y ∈ X, %(x, y) ≤ r}

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â x. Ìíîæåñòâî
âñåõ îòêðûòûõ øàðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè íà X, êî-
òîðóþ íàçûâàþò ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé.

Äâå ìåòðèêè íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå X íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îíè ïîðîæäàþò íà X îäíó è òó æå ìåòðè÷åñêóþ òî-
ïîëîãèþ. Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèåé íîðìàëü-
íî, à ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ è T1 - ïðîñòðàíñòâîì, òî îíî ðåãóëÿðíî
è õàóñäîðôîâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòîóíà âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ïàðàêîìïàêòíî.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A ⊂ X åñòü
%(x,A) = inf{%(x, y)|y ∈ A}.

11



Åñëè A ⊂ X è ε > 0, òî ìíîæåñòâî

Uε(A) = {y|y ∈ X, %(y, A) < ε}

íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà A.
Åñëè (X, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A - çàìêíóòîå ïîäìíîæå-

ñòâî X, B - êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X è A ∩ B = ∅, òî èç ëåììû
Ëåáåãà î ïîêðûòèè (ñì. [69]) âûòåêàåò, ÷òî

%(A,B) = inf{%(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} > 0,

ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

Uε(B) ∩A = ∅.

Ïóñòü T - êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî; (X, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî; íà ìíîæåñòâå C(T, X) âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç
T â X ìîæíî çàäàòü ìåòðèêó %̃ ôîðìóëîé

%̃(f0, f1) = sup
t∈T

%(f0(t), f1(t)).

Òîïîëîãèÿ τc, ïîðîæäàåìàÿ íà C(T, X) ýòîé ìåòðèêîé, íàçûâàåò-
ñÿ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé H ⊂
C(T, X) íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì â òî÷êå t ∈ T , åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(t) òî÷êè t, ÷òî
%(f(t′), f(t)) < ε äëÿ âñåõ t′ ∈ U(t) è f ∈ H. Ñåìåéñòâî H íàçûâàåòñÿ
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì, åñëè îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî â
êàæäîé òî÷êå t ∈ T . Ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëà�Àñêîëè (ñì., íàïðè-
ìåð, [69]), åñëè ìíîæåñòâî H ⊂ C(T, X) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî
è ìíîæåñòâî H(t) = {f(t)|f ∈ H} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â X
ïðè êàæäîì t ∈ T , òî H îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå
(C(T,X), τc).

Åñëè X - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è A,B ⊂ X, òî

A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}.

Åñëè α ∈ R, òî
αA = {αa | a ∈ A}.

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
∑

i

λixi,
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ãäå λi ≥ 0,
∑
i

λi = 1 è êàæäîå xi ïðèíàäëåæèò A, ÿâëÿåòñÿ íàèìåíü-
øèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì A, è íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ coA.

Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì îïðåäåëåíà
òîïîëîãèÿ τ . Ïàðà (X, τ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè òîïîëîãèÿ τ ñîãëàñîâàíà ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèÿ-
ìè â X ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1) îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íåïðåðûâíà, ò.å.
íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå

X ×X → X, (x, y) → x + y;

2) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî íåïðåðûâíà, ò.å. íåïðåðûâíî îòîá-
ðàæåíèå

X × R→ X, (x, λ) → λx.

Åñëè X - ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X, òî çà-
ìûêàíèå ìíîæåñòâà coA îáîçíà÷àåòñÿ coA è íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì
çàìûêàíèåì A. Ýòî íàèìåíüøåå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñî-
äåðæàùåå A.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (òåîðåìà
Áðàóýðà). Åñëè M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íî-
ìåðíîãî ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ëþáîå íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : M → M òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî f(M) îãðà-
íè÷åíî, èìååò õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó x ∈ M , x = f(x).

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçâåñòíûìè ïîíÿòèÿ íîðìèðîâàííîãî è
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î èõ ñâîéñòâàõ
(ñì., íàïðèìåð, [55], [71], [107], [128] è äð.)

Âûäåëèì âñå æå ñëåäóþùèå èñïîëüçóåìûå íàìè â äàëüíåéøåì
ôàêòû.

Ïóñòü A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X, à Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âñÿêîå íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå f : A → Y èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
f̃ : X → Y, ïðè÷åì òàêîå, ÷òî f̃(X) ⊂ cof(A) (òåîðåìà Òèòöå�
Äóãóíäæè). Íåìåäëåííûì ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè Y - íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è A - åãî
íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò òà-
êîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå (ðåòðàêöèÿ) r : Y → A, ÷òî r(y) = y
äëÿ âñåõ y ∈ A.

Åñëè X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X êîìïàêòíî, òî âû-
ïóêëîå çàìûêàíèå coA òàêæå êîìïàêòíî (òåîðåìà Ìàçóðà).

13



Åñëè A - êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà
X, òî íîðìîé ìíîæåñòâà A ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

‖A‖ = max
a∈A

‖y‖.

Ìû áóäåì ïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ïîíÿòèÿìè ìå-
ðû Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, èçìåðèìîé è ñóììèðóåìîé ïî Áîõ-
íåðó ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå ñ
îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé L1( ñì.,
íàïðèìåð, [55], [63], [86], [107], [128]).

Çíàêîì := áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ.

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà îòìå÷àåòñÿ çíàêîì ¥.
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Ãëàâà 1. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ
1.1. Íåêîòîðûå ïðèìåðû
Ïóñòü X, Y - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà; ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
F ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y - ýòî òàêîå ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå x ∈ X íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî F (x) ⊂ Y ,
íàçûâàåìîå çíà÷åíèåì (èëè îáðàçîì) x. Îáîçíà÷èâ P (Y ) ìíîæåñòâî
âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ Y , çàïèøåì ýòî ñîîòâåòñòâèå â âèäå F :
X → P (Y ). ßñíî, ÷òî êëàññ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé âêëþ÷àåò â
ñåáÿ è îáû÷íûå, îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ; äëÿ íèõ êàæäîå çíà÷åíèå
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.

Â äàëüíåéøåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìû áóäåì èìåíîâàòü
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè. Óñëîâèìñÿ òàêæå âñþäó íèæå ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè áóêâàìè, à îäíîçíà÷íûå îòîáðàæå-
íèÿ - ñòðî÷íûìè.

1.1.1. Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X ìíîæåñòâî
F (A) =

⋃
α∈A

F (a) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà A ïðè ìóëüòèî-
òîáðàæåíèè F.

1.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðàæåíèå.
Ìíîæåñòâî ΓF â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X × Y ,

ΓF = {(x, y)| (x, y) ∈ X × Y, y ∈ F (x)}

íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F .

Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî óæ
ñëèøêîì íåîáû÷íûì: âåäü ñ îòîáðàæåíèÿìè òàêîãî ðîäà ïðèõîäèòñÿ
ñòàëêèâàòüñÿ óæå â ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå ïðè ïîïûòêå îáðàòèòü
òàêèå, íàïðèìåð, ôóíêöèè êàê y = x2 èëè y = sin x è äð. Âïðî-
÷åì, çäåñü íåîäíîçíà÷íîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè âîñïðèíèìàåòñÿ, ñêî-
ðåå, êàê îáñòîÿòåëüñòâî íåãàòèâíîå - èìåííî ñ "ëèêâèäàöèåé" ìíî-
ãîçíà÷íîñòè ñâÿçàíî ââåäåíèå òàêîãî ïîíÿòèÿ, êàê àðèôìåòè÷åñêîå
çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ, èëè ôóíêöèè òèïà arcsin, arccos è ò.ä.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.1.3. Ïðèìåð. Îáîçíà÷èì pr1, pr2 ïðîåêöèè èç X × Y íà X
è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî Γ ⊂ X × Y òàêîå, ÷òî
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pr1(Γ) = X, îïðåäåëÿåò ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) ïî ôîð-
ìóëå F (x) = pr2 ◦ pr−1

1 (x). ßñíî, ÷òî ãðàôèê ΓF ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ
F ñîâïàäàåò ñ Γ.

1.1.4. Ïðèìåð. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ îòðåçêà [0, 1] â
ñåáÿ, ïîëîæèâ
(à) F1(x) = [x, 1];

(á) F2(x) =
{

[0, 1/2], x 6= 1/2,
[0,1], x = 1/2;

(â) F3(x) =
{

[0,1], x 6= 1/2,
[0, 1/2], x = 1/2;

Ãðàôèêè ýòèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1 - 3.

Îáîçíà÷èì R+ = {x|x ∈ R, x ≥ 0}.

1.1.5. Ïðèìåð. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F : [0, π

2 ) → P (R+), ïîëîæèâ F (x) = [tgx,+∞) (ðèñ. 4).
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1.1.6. Ïðèìåð.Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, π] → P (R),

F (x) =
{

[tgx, 1 + tgx], x 6= π
2 ,

{0}, x = π
2

Ãðàôèê ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.

1.1.7. Ïðèìåð. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F : R+ → P ([0, 1]), ïîëîæèâ F (x) = [e−x, 1] (ðèñ.6):

1.1.8. Ïðèìåð. Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R2 → P (R2),
ïîëîæèâ äëÿ x = (x1, x2) ∈ R2 :

F (x) = {(y1, y2)|(y1, y2) ∈ R2, (y1, y2) = (x1 + z1, x2 + z2),

z1 > 0, z2 > 0, z1 · z2 = 1}.
Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (íî íå ãðàôèê ΓF !) ïîêàçàíî íà ðèñ.7.
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1.1.9. Ïðèìåð. Îáðàòíûå ôóíêöèè. Åñëè X, Y - ïðîèçâîëüíûå
ìíîæåñòâà, à f : X → Y - ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå F : Y → P (X), F (y) = {x|x ∈ X, f(x) = y} ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíûì ê f .

1.1.10. Ïðèìåð. Íåÿâíûå ôóíêöèè. Ïóñòü X,Y, Z - ïðîèç-
âîëüíûå ìíîæåñòâà, îòîáðàæåíèÿ f : X×Y → Z è g : X → Z òàêîâû,
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ y ∈ Y òàêîå, ÷òî f(x, y) = g(x).
Íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ f è g, â îáùåì ñëó÷àå åñòü ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå F : X → P (Y ), F (x) = {y|y ∈ Y, f(x, y) = g(x)}

1.1.11. Ïðèìåð. Ïóñòü X,Y - ïðîçâîëüíûå ìíîæåñòâà, f : X ×
Y → R - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà r ∈ R ïî
ëþáîìó x ∈ X íàéäåòñÿ y ∈ Y òàêîå, ÷òî f(x, y) ≤ r. Òîãäà îïðåäåëå-
íî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fr : X → P (Y ), Fr(x) = {y|y ∈ Y, f(x, y) ≤ r}.

1.1.12. Ïðèìåð. Îáîáùåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

à)Ìíîãîçíà÷íûé îïåðàòîð ñäâèãà.

Ïóñòü ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé íåêîòî-
ðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òàêîé, ÷òî íàõîäÿñü â íà÷àëüíûé ìîìåíò
â ñîñòîÿíèè x ∈ X, ñèñòåìà ìîæåò äâèãàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïî ðàç-
ëè÷íûì òðàåêòîðèÿì. Íàïðèìåð, òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, åñëè
ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, íå
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èëè èëè ñîäåð-
æàùèì óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð. Îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà áóäåò îïðåäåëåíà, åñëè çàäàòü åå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
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Q(x, t) ⊂ X, ò.å. ìíîæåñòâà âñåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå îíà ìîæåò
ïåðåéòè çà âðåìÿ t ≥ 0 èç ñîñòîÿíèÿ x ∈ X. Ïîëó÷àþùååñÿ òàêèì
îáðàçîì ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q : X × R+ → P (X) íàçûâàåòñÿ ìóëü-
òèîïåðàòîðîì ñäâèãà. Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî ìóëüòèîïåðàòîð ñäâèãà
óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì:
1) Q(x, 0) = {x};
2) Q(x, t1 + t2) = Q(Q(x, t1), t2) äëÿ âñåõ x ∈ X; t1, t2 ∈ R+

á)Ìíîãîçíà÷íûå ïîëÿ íàïðàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ñïîñîá çàäàíèÿ îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñëóæèò Rn. Ïóñòü
äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ x ∈ Rn çàäàíî ìíîæåñòâî ñêîðîñòåé F (x) ⊂
Rn, ñ êîòîðûìè ñèñòåìà ìîæåò ïîêèíóòü x. Îïðåäåëåííîå òàêèì îá-
ðàçîì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Rn → P (Rn) íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷-
íûì ïîëåì (ìóëüòèïîëåì) íàïðàâëåíèé. Êðèâàÿ x : ∆ → Rn, ãäå
∆ ⊂ R � íåêîòîðûé èíòåðâàë, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ìóëü-
òèïîëÿ F , åñëè â êàæäîé (èëè ïî÷òè êàæäîé) òî÷êå t ∈ ∆ îíà èìååò
ïðîèçâîäíóþ x′(t) è x′(t) ∈ F (x(t)) äëÿ âñåõ (èëè ïî÷òè âñåõ) t ∈ ∆.
Òàêîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì, à èí-
òåãðàëüíóþ êðèâóþ x - åãî ðåøåíèåì.

Ðåøåíèå x : ∆ → Rn åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíèþ â
Rn - ýòî òðàåêòîðèÿ äàííîãî ìóëüòèïîëÿ ñêîðîñòåé. Ñîâîêóïíîñòü
Q(x, t) êîíå÷íûõ òî÷åê òàêèõ òðàåêòîðèé âðåìåíí�îé äëèíû t ñ íà÷à-
ëîì â äàííîé òî÷êå x (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x, t) ∈ Rn×R+

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíå ìåðå îäíà òàêàÿ òðàåêòîðèÿ) îïðåäåëÿåò ìóëü-
òèîïåðàòîð ñäâèãà Q, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëþ F .

Ïóñòü, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà áåç
åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé è îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì x′(t) = f(x, u), ãäå f : Rn × Rm → Rn -
íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, u ∈ Rm - ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå U : Rn → P (Rm) çàäàåò ïåðåìåííîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ (äëÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ x ∈ Rn) óïðàâëå-
íèé U(x). Òîãäà ìóëüòèïîëå íàïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé F (x) = f(x,U(x)).

Ìû áóäåì ïîäðîáíåå èçó÷àòü äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ,
óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû è îáîáùåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû â Ãëàâàõ
3 è 4.
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1.1.13. Ïðèìåð. Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé. Ïóñòü (X, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; C ⊂ X -
íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Äëÿ x ∈ X, ìíîæåñòâî PC(x) òî-
÷åê y ∈ M òàêèõ, ÷òî %(x, y) = %(x,M) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ïðî-
åêöèåé x íà C. Ìíîæåñòâî PC(x) ìîæåò áûòü ïóñòî. Åñëè PC(x) 6= ∅
äëÿ êàæäîãî x ∈ X, ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ïðîêñèìèíàëüíûì. Â
ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ìóëüòèîòîáðàæåíèå PC : X → P (C), êîòîðîå
òàêæå íàçûâàþò ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé. Ïðèìåðàìè ïðîêñèìèíàëü-
íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, à òàêæå çàìêíó-
òûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà ðåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ìåòðè÷åñêèå ïðîåêöèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ
òåîðèè àïïðîêñèìàöèé, ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðèè
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ. Èññëåäîâàíèþ èõ ñâîé-
ñòâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì. [51], [317] è äð.).

1.1.14. Ïðèìåð. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ.

Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå x íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X èçìåðåíû åå
íåêîòîðûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè y(x) = (y1(x), ..., yn(x)) ∈ Rn. Â
ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ìíîæåñòâà X àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè δi(1 ≤
i ≤ n) èçìåðåíèé çàâèñÿò îò x : δi = δi(x). Ìóëüòèîòáðàæåíèå F :
X → P (Rn),

F (x) = {y|y ∈ Rn, |yi − yi(x)| ≤ δi(x), 1 ≤ i ≤ n},
íàçûâàåòñÿ ïîëåì çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê.

1.1.15. Ïðèìåð. Òåîðèÿ èãð.

à)Àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå ïðèìåðû è ïðèëîæåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîãîçíà÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ áûëè ñâÿçàíû ñ íàðîæäàâøåéñÿ â òðèäöàòûå�ñîðî-
êîâûå ãîäû XX âåêà íîâîé íàóêîé � òåîðèåé èãð . Ýòà äèñöèïëèíà
èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé, ò.å. òàêèõ
êîëëèçèé, â êîòîðûõ èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ íå ñîâïàäàþò èëè äàæå
ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíû. Òàêîãî ðîäà ñèòóàöèè ïîñòîÿííî âîçíèêàþò
â ýêîíîìèêå, âîåííîì äåëå, èõ ïðîñòîé è íàãëÿäíîé ìîäåëüþ ìîãóò
ñëóæèòü øàõìàòû, êàðòî÷íûå èãðû è ò.ä., îòêóäà è ïðîèñõîäèò íà-
çâàíèå äèñöèïëèíû. Îñíîâû òåîðèè èãð çàëîæèëè òàêèå âûäàþùèåñÿ
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ó÷åíûå êàê Äæ. ôîí Íåéìàí (J. von Neumann), Äæ. Íýø (J.Nash),
Î. Ìîðãåíøòåðí (O.Morgenstern) è äðóãèå.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîâåäåíèå ó÷àñòíèêîâ êîíôëèêò-
íîé ñèòóàöèè (áóäåì íàçûâàòü èõ èãðîêàìè) îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì
ñòðàòåãèè � òî÷êè èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé.
Âûáîð ñòðàòåãèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå èãðîêà â ëþáîé ïî-
çèöèè, êîòîðàÿ ìîæåò âîçíèêíóòü â ïðîöåññå èãðû. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî äàæå â ñàìûõ ïðîñòûõ èãðàõ èìååòñÿ ãðîìàäíîå ÷èñëî âîçìîæ-
íûõ ñòðàòåãèé è èõ àíàëèç ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì äåëîì. Êàêîâû ìîãóò
áûòü îñíîâíûå ïðèíöèïû òàêîãî àíàëèçà?

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé èãðû ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè.
Ïóñòü âñåâîçìîæíûå ñòàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà îáðàçóþò íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî X, à âòîðîãî � ìíîæåñòâî Y . Èãðîâûì ïðàâèëîì äëÿ ïåð-
âîãî èãðîêà ìîæåò áûòü íàçâàíî ñîïîñòàâëåíèå êàæäîé ñòðàòåãèè
y ∈ Y âòîðîãî èãðîêà ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé A(y) ⊂ X, èç êîòîðûõ â
ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûáèðàòü ñâîþ ñòðàòåãèþ ïåðâûé. Àíàëîãè÷íî, èã-
ðîâîå ïðàâèëî äëÿ âòîðîãî èãðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî íàè-
ëó÷øèõ îòâåòîâ B(x) ⊂ Y íà ïðèìåíÿåìóþ ïåðâûì ñòðàòåãèþ x ∈ X.
Ñëåäîâàòåëüíî, èãðîâîå ïðàâèëî äëÿ ïåðâîãî èãðîêà ìîæåò áûòü èí-
òåðïðåòèðîâàíî êàê íåêîòîðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå A : Y → P (X), à
äëÿ âòîðîãî - êàê ìóëüòèîòîáðàæåíèå B : X → P (Y ).

Ïðîñòûì ïðèìåðîì ïîñòðîåíèÿ èãðîâûõ ïðàâèë ìîæåò ñëóæèòü
ñèòóàöèÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû, êîãäà íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàí-
ñòâ ñòðàòåãèé çàäàíà èãðîâàÿ ôóíêöèÿ f : X × Y → R, òàê ÷òî ïðè
âûáîðå ïåðâûì èãðîêîì íåêîòîðîé ñòðàòåãèè x ∈ X, à âòîðûì � y ∈ Y
âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ðàâåí f(x, y), âòîðîãî ïðÿìî ïðîòèâîïîëî-
æåí è ðàâåí −f(x, y). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìàêñè-
ìèçèðîâàòü çíà÷åíèå f(x, y), à âòîðîé - ìèíèìèçèðîâàòü åãî. Â ýòîì
ñëó÷àå èãðîâûå ïðàâèëà ìîãóò áûòü çàäàíû ÿâíûì îáðàçîì:

A(x) = {y|y ∈ Y, f(x, y) = min
ỹ∈Y

f(x, ỹ)}

B(y) = {x|x ∈ X, f(x, y) = max
x∈X

f(x̃, y)}
ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî óêàçàííûå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ñóùå-
ñòâóþò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûðàáîòêå ñòðàòåãèé êàæäûé èç èãðîêîâ äîë-
æåí àíàëèçèðîâàòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ A : X → P (Y ) è B : Y →
P (X). Ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î òîì, êàê ýòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé êàæ-
äûì èç èãðîêîâ, ìû îòëîæèì äî ÷åòâåðòîé ãëàâû.
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(á) Èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

ßçûê ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò òàêæå ìîäåëèðîâàòü
÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ èãðîâûå ñèòóàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
çàäàíî ìíîæåñòâî X ïîçèöèé èãðû, ðàçáèòîå â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè-
÷åñòâîì èãðîêîâ íà n ïîäìíîæåñòâ X1, ..., Xn. Äëÿ êàæäîãî èãðîêà
çàäàíî íà X íåêîòîðîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîçâîëÿþùåå åìó
ñðàâíèâàòü ïîçèöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîáñòâåííîé âûãîäû. Ïóñòü {a} -
êàêîå-íèáóäü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, a /∈ X è çàäàíî ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèå F : X → P (X∪a), ïðè÷åì a ∈ F (x) âëå÷åò F (x) = {a}. Ïóñòü
çàäàíà íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ x0 ∈ Xi, i-é èãðîê äåëàåò õîä, âûáèðàÿ ïî-
çèöèþ x1 â ìíîæåñòâå F (x0). Åñëè x1 ∈ Xj , òî õîä äåëàåò j-é èãðîê,
âûáèðàÿ ïîçèöèþ â ìíîæåñòâå F (x1), è ò.ä. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, åñ-
ëè êàêîé-íèáóäü èãðîê âûáðàë ïîçèöèþ x òàêóþ, ÷òî F (x) = {a}.
Öåëüþ èãðû äëÿ îòäåëüíîãî èãðîêà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð, ïî-
ëó÷åíèå õîòÿ áû ðàç â òå÷åíèå ïàðòèè êàê ìîæíî áîëåå âûãîäíîé
ïîçèöèè â ñìûñëå åãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ.

1.1.16. Ïðèìåð. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà.

à) Ìóëüòèôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ è ñïðîñà.

Ïóñòü â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå èìååòñÿ n êàòåãîðèé ïðîäóêòîâ,
öåíû íà êîòîðûå p = (p1, ..., pn) ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ Rn. Ïóñòü ïðåäïðèÿòèå�ïðîèçâîäèòåëü èìååò
íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Y ⊂ Rn âîçìîæíûõ ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ïëàíîâ âûïóñêà òîâàðîâ (òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî). Êîìïî-
íåíòà yj âåêòîðà y ∈ Y ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó j-ãî òîâàðà, âûïó-
ùåííîãî â ñîãëàñèè ñ ýòèì ïëàíîì. Ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ îò ðåàëè-
çàöèè ïëàíà y ðàâíà < p, y >=

n∑
j=1

pjyj . Ðóêîâîäñòâóÿñü ñòðåìëåíèåì

ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, ïðåäïðèÿòèå ïðè öåíàõ p ∈ ∆ áó-
äåò âûáèðàòü ïðîèçâîäñòâåííûå ïëàíû èç ìíîæåñòâà

Ψ(p) = {y|y ∈ Y, < p, y >= max
ỹ∈Y

< p, ỹ >}.

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ψ : ∆ → P (Rn)
íàçûâàåòñÿ ìóëüòèôóíêöèåé ïðåäëîæåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ.

Ïóñòü, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè äàííûõ öåíàõ p ∈ ∆ äëÿ ïðåäïðèÿ-
òèÿ-ïîòðåáèòåëÿ äîñòóïíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî X(p) ⊂ Rn âåê-
òîðîâ ïîòðåáëåíèÿ. Êîìïîíåíòà xj âåêòîðà x ∈ X(p) ñîîòâåòñòâóåò
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ïîòðåáëåíèþ j-ãî ïðîäóêòà. Ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü òîãî èëè èíîãî âåê-
òîðà ïîòðåáëåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé u : Rn → R �
èíäåêñîì ïîëåçíîñòè. Ñòðåìÿñü ïðèîáðåñòè ïðè äàííûõ öåíàõ íàè-
áîëåå ïîëåçíûé äëÿ ñåáÿ íàáîð òîâàðîâ, ïðåäïðèÿòèå áóäåò ïðîèçâî-
äèòü âûáîð â ìíîæåñòâå

Φ(p) = {x|x ∈ X(p), u(x) = max
x̃∈X(p)

u(x̃)}.

Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : ∆ → P (Rn) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèôóíêöèåé
ïîòðåáëåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ.

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè äàííîãî òèïà è
ïðèìåíåíèå òåõíèêè òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ê íàõîæäå-
íèþ â íåé ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ áóäåò ïðîâåäåíî â ÷åòâåðòîé
ãëàâå.

á) Ýêîíîìè÷åñêàÿ äèíàìèêà.

Ïóñòü â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå âåêòîð x(t) ∈ Rn õàðàêòåðèçó-
åò ïðîèçâåäåííûé ê ìîìåíòó âðåìåíè t â òå÷åíèå ïðåäøåñòâóþùåãî
åäèíè÷íîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà (íàïðèìåð, ãîäà) íàáîð ïðîäóê-
òîâ. ×àñòü èç ýòîãî íàáîðà, y(t), èäåò íà ïîòðåáëåíèå, à îñòàâøàÿñÿ
÷àñòü z(t) = x(t) − y(t) - íà íàêîïëåíèå, ò.å. ñëóæèò ðåñóðñîì äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íîâîãî âåêòîðà âûïóñêà x(t+1). Ïàðà (y(t), z(t)) íàçûâàåò-
ñÿ ñîñòîÿíèåì ýêîíîìèêè â ìîìåíò t. Âëîæèâ â íàêîïëåíèå ðåñóðñ
z(t), ìîæíî ê ìîìåíòó t + 1 ïðîèçâåñòè îäèí èç íàáîðîâ ïðîäóêòîâ
â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Bt(z(t)) ⊂ Rn. Ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå Bt : Rn → P (Rn), íàçûâàåìîå ïðîèçâîäñòâåííûì, õàðàêòåðèçóåò
òåõíîëîãèþ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç
ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè (y(t), z(t)), ìîæíî ê ñëåäóþùåìó ìîìåíòó ïîëó-
÷èòü îäíî èç âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, çàïîëíÿþùèõ ìíîæåñòâî

At(y(t), z(t)) = {(y(t+1), z(t+1))|(y(t+1), z(t+1)) ∈ Rn × Rn,

y(t+1) + z(t++1) ∈ Bt(z(t))}.
Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ At : Rn×Rn → P (Rn×Rn) èãðàþò âàæíóþ ðîëü
ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè.
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1.1.17. Ïðèìåð. Íåãëàäêàÿ îïòèìèçàöèÿ.

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìèçàöèè î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ íàõî-
äèòü ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè. Òàêîãî ðîäà ôóíêöèè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ïåðå-
õîäå ê òî÷íûì âåðõíèì è íèæíèì ãðàíÿì ñåìåéñòâ ãëàäêèõ ôóíêöèé.
(Òàê "êëàññè÷åñêàÿ" íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå ôóíêöèÿ y =| x |
ïîëó÷àåòñÿ êàê âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèé y = x è y = −x). Äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ òàêèõ ôóíêöèé ðàñøèðÿþò ïîíÿòèå ïðîèçâîä-
íîé.

Ïóñòü, íàïðèìåð, E - êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî; f :
E → R - âûïóêëûé ôóíêöèîíàë. Ìíîæåñòâî ∂f(x) ⊂ E âñåõ òî÷åê
ξ ∈ E íàçûâàåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîì â òî÷êå x ∈ E ôóíêöèîíàëà f,
åñëè äëÿ âñåõ v ∈ E âûïîëíåíî

f(x + v)− f(x) ≥ < ξ, v > .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî ôóíêöèîíàëà âçàìåí îáû÷íîé ïðîèç-
âîäíîé ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ïðîèçâîäíîé, âû-
ðàæàþùåéñÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèåì x → ∂f(x). Êëàññè÷åñêîå ïðàâèëî
Ôåðìà â ýòîé ñèòóàöèè ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä: åñëè x0 - òî÷êà
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà f, òî 0 ∈ ∂f(x0).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè y =| x | ñóáäèôôåðåíöèàë
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∂f(x) =

{−1, x < 0;
[−1, 1], x = 0;
1, x > 0.

Ñ ïðîáëåìàòèêîé íåãëàäêîãî àíàëèçà ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî
êíèãàì [12], [56], [57], [58], [65], [70], [83], [89], [90], [106], [129], [141] è
äð.

1.2. Íåïðåðûâíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
Êëàññè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ íåïðåðûâíîñòè îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè ðàñ-
ùåïëÿåòñÿ íà ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿì è êàæäûé èç ýòèõ òèïîâ íåïðåðûâíîñòè èìååò ñâîè ñïåöèôè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà.

Â îñíîâå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëåæèò óæå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
îáû÷íîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïîíÿòèå ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà ìî-
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æåò òðàêòîâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó, êîãäà ðå÷ü èäåò î ìóëüòèîòîáðàæåíè-
ÿõ. Ñ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ ìû è íà÷íåì.

1.2.1. Ìàëûé è ïîëíûé ïðîîáðàçû ìíîæåñòâà
Ïóñòü X,Y - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, F : X → P (Y ) - íåêîòîðîå
ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

1.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ìàëûì ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà D ⊂ Y íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

F−1
+ (D) = {x|x ∈ X, F (x) ⊂ D}.

1.2.2. Îïðåäåëåíèå. Ïîëíûì ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà D ⊂ Y íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

F−1
− (D) = {x|x ∈ X, F (x) ∩D 6= ∅}.

ßñíî, ÷òî F−1
+ (D) ⊂ F−1

− (D).

Ïóñòü A ⊂ X; D ⊂ Y ; {Dj}j∈J � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Y, J �
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìàëîãî è ïîëíîãî ïðîîáðàçîâ âûòåêàþò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

1.2.3. Ëåììà.
(a) F−1

+ (F (A)) ⊃ A;
(á) F (F−1

+ (D)) ⊂ D;
(â) {F−1

+ (D) = F−1
− ({D);

(ã) F−1
+ (

⋃
j∈J

Dj) ⊃
⋃

j∈J

F−1
+ (Dj);

(ä) F−1
+ (

⋂
j∈J

Dj) =
⋂

j∈J

F−1
+ (Dj).

1.2.4. Ëåììà.
(a) F−1

− (F (A)) ⊃ A;
(á) F (F−1

− (D)) ⊃ D ∩ F (X);
(â) {F−1

− (D) = F−1
+ ({D);

(ã) F−1
− (

⋃
j∈J

Dj) =
⋃

j∈J

F−1
− (Dj);

(ä) F−1
− (

⋂
j∈J

Dj) ⊂
⋂

j∈J

F−1
− (Dj).
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Ïðîñëåäèì çà ñâîéñòâàìè ìàëîãî è ïîëíîãî ïðîîáðàçîâ ïðè ïåðå-
õîäå ê ðàçëè÷íûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îïåðàöèÿì íàä ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿìè.

1.2.5. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F0, F1 : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðà-
æåíèÿ. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 ∪ F1 : X → P (Y ),

(F0 ∪ F1)(x) = F0(x) ∪ F1(x),

íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è F1.

1.2.6. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F0, F1 : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðà-
æåíèÿ, ïðè÷åì F0(x)∩F1(x) 6= ∅ äëÿ âñåõ x ∈ X. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F0 ∩ F1 : X → P (Y ),

(F0 ∩ F1)(x) = F0(x) ∩ F1(x),

íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è F1.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1.2.7. Ëåììà. Ïóñòü D ⊂ Y, òîãäà
(a) (F0 ∪ F1)−1

+ (D) = (F0)−1
+ (D) ∩ (F1)−1

+ (D);
(á) (F0 ∩ F1)−1

+ (D) ⊃ (F0)−1
+ (D) ∪ (F1)−1

+ (D).

1.2.8. Ëåììà. Ïóñòü D ⊂ Y, òîãäà
(a) (F0 ∪ F1)−1

− (D) = (F0)−1
− (D) ∪ (F1)−1

− (D);
(á) (F0 ∩ F1)−1

− (D) ⊂ (F0)−1
− (D) ∩ (F1)−1

− (D).

1.2.9. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X, Y, Z - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà,
F0 : X → P (Y ), F1 : Y → P (Z) - ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ. Ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèå F1 ◦ F0 : X → P (Z),

(F1 ◦ F0)(x) = F1(F0(x)),

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è F1.

1.2.10. Ëåììà. Ïóñòü D ⊂ Z, òîãäà
(a) (F1 ◦ F0)−1

+ (D) = (F0)−1
+ ((F1)−1

+ (D));
(á) (F1 ◦ F0)−1

− (D) = (F0)−1
− ((F1)−1

− (D)).

26



1.2.11. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X,Y0, Y1 - ïðîèçâîëüíûå ìíîæå-
ñòâà, F0 : X → P (Y0), F1 : X → P (Y1) - ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ. Ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F0 × F1 : X → P (Y0 × Y1),

(F0 × F1)(x) = F0(x)× F1(x),

íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è
F1.

1.2.12. Ëåììà. Ïóñòü D0 ⊂ Y0, D1 ⊂ Y1, òîãäà
(a) (F0 × F1)−1

+ (D0 ×D1) = (F0)−1
+ (D0) ∩ (F1)−1

+ (D1);
(a) (F0 × F1)−1

− (D0 ×D1) = (F0)−1
− (D0) ∩ (F1)−1

− (D1).

1.2.2. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó è ñíèçó, íåïðåðûâíîñòü,
çàìêíóòîñòü
Ïóñòü X, Y - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, F : X → P (Y ) - íåêîòî-
ðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

1.2.13. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëó-
íåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà V ⊂ Y òàêîãî, ÷òî F (x) ⊂ V, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x)
òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

F (U(x)) ⊂ V.

1.2.14. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëó-
íåïðåðûâíûì ñâåðõó, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â êàæäîé òî÷-
êå x ∈ X.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëèðîâêè.

1.2.15. Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(a) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;
(á) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî

F−1
+ (V ) îòêðûòî â X;
(â) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà W ⊂ Y ìíîæåñòâî

F−1
− (W ) çàìêíóòî â X;
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(ã) åñëè D ⊂ Y , òî F−1
− (D) ⊃ F−1

− (D).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýêâèâàëåíòíîñòü (à)<=>(á) î÷åâèäíà;
2) ýêâèâàëåíòíîñòü (á)<=>(â) ñëåäóåò èç Ëåììû 1.2.3(â) è Ëåììû
1.2.4(â);
3) (â) => (ã): F−1

− (D) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è ñîäåðæèò
F−1
− (D);

4) (ã)=> (â): åñëè D çàìêíóòî, òî F−1
− (D) = F−1

− (D) ⊃ F−1
− (D), ò.å.

F−1
− (D) çàìêíóòî. ¥

1.2.16. Ïðèìåð. Ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèî-
òîáðàæåíèÿ èç Ïðèìåðîâ 1.1.4 (a), (á); 1.1.5; 1.1.7. Ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó òàêæå è ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå èç Ïðèìå-
ðà 1.1.17 (ñì., íàïðèìåð, [70]).

1.2.17. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëó-
íåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå x ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà V ⊂ Y òàêîãî, ÷òî F (x) ∩ V 6= ∅, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x)
òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî F (x′) ∩ V 6= ∅ äëÿ ëþáîãî x′ ∈ U(x).

1.2.18. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ïîëó-
íåïðåðûâíûì ñíèçó, åñëè îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â êàæäîé òî÷êå
x ∈ X.

Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó òàêæå äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíûå ôîð-
ìóëèðîâêè.

1.2.19. Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(à) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó;
(á) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî

F−1
− (V ) îòêðûòî â X;
(â) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà W ⊂ Y ìíîæåñòâî

F−1
+ (W ) çàìêíóòî â X;
(ã) åñëè ìíîæåñòâà {Vj}j∈J îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàí-

ñòâà Y , òî äëÿ êàæäîãî Vj, ìíîæåñòâî F−1
− (Vj) îòêðûòî â X;

(ä) åñëè D ⊂ Y , òî F−1
+ (D) ⊃ F−1

+ (D);
(å) åñëè A ⊂ X, òî F (A) ⊂ F (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýêâèâàëåíòíîñòü (à)<=>(á) î÷åâèäíà;
2) ýêâèâàëåíòíîñòè (á)<=>(â) è (â)<=>(ä) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷-
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íî ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì Òåîðåìû 1.2.15;
3) ýêâèâàëåíòíîñòü (á)<=>(ã) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäîå ìíîæå-
ñòâî Vj , îòêðûòî, è èç Ëåììû 1.2.4 (ã);
4) (ä)=>(å): F−1

+ (F (A)) ⊃ F−1
+ (F (A)), íî â ñèëó Ëåììû 1.2.3 (a)

F−1
+ (F (A)) ⊃ A, ïîýòîìó F−1

+ (F (A)) ⊃ A. Â ñèëó Ëåììû 1.2.3 (á)
F (F−1

+ (F (A))) ⊂ F (A), ïîýòîìó F (A) ⊃ F (A);
5) (å)=>(ä): F (F−1

+ (D)) ⊂ F (F−1
+ (D)), íî â ñèëó Ëåììû 1.2.3 (á)

F (F−1
+ (D)) ⊂ D, ïîýòîìó F (F−1

+ (D)) ⊂ D. Ïðèìåíÿÿ F−1
+ ê îáåèì

÷àñòÿì ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ è èñïîëüçóÿ Ëåììó 1.2.3 (à), ïîëó÷èì
F−1

+ (D) ⊃ F−1
+ (F (F−1

+ (D))) ⊃ F−1
+ (D). ¥

Â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþ-
ùóþ óäîáíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó â òåðìèíàõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1.2.20. Òåîðåìà. Ïóñòü X è Y - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : X → P (Y )
â òî÷êå x ∈ X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
(∗) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 ⊂ X, xn → x è ëþáîãî
y ∈ F (x) íàøëàñü áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1 ⊂ Y , yn ∈ F (xn)
òàêàÿ, ÷òî yn → y.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (∗). Åñëè ìóëüòè-
îòîáðàæåíèå F íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â òî÷êå x, òî
íàéäóòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ Y òàêîå, ÷òî F (x) ∩ V 6= ∅ è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X, xn → x òàêèå, ÷òî F (xn) ∩ V = ∅
äëÿ âñåõ n = 1, 2, ... Íî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò òîìó, ÷òî ìû
ìîæåì, âûáðàâ òî÷êó y ∈ F (x) ∩ V , íàéòè ñõîäÿùóþñÿ ê íåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü yn ∈ F (xn).

á) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå x
è çàäàíû íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X, xn → x è
òî÷êà y ∈ F (x). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ øàðîâ
B 1

m
(y), m = 1, 2, ... ñ öåíòðîì â òî÷êå y. Ïóñòü íîìåð n1 òàêîâ, ÷òî

F (xn) ∩ B1(y) 6= ∅ äëÿ âñåõ n ≥ n1. Äëÿ âñåõ n < n1 âûáåðåì
yn ∈ F (xn) ïðîèçâîëüíî. Çàòåì íàéäåì íîìåð n2 ≥ n1 òàêîé, ÷òî
F (xn)∩B 1

2
(y) 6= ∅ äëÿ âñåõ n ≥ n2. Äëÿ âñåõ n, n1 ≤ n < n2 âûáåðåì

yn ∈ F (xn) ∩B1(y). Ïðîäîëæàÿ äàëåå ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñòðîèì èñ-
êîìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn, ñõîäÿùóþñÿ ê y. ¥
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1.2.21. Îïðåäåëåíèå. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðå-
ðûâíî è ñâåðõó è ñíèçó, òî îíî íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ êàê ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåð-
õó, òàê è ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó îçíà÷àþò îáû÷íóþ íåïðåðûâ-
íîñòü. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå F (x) ≡ Y1 ⊂ Y ,
êàê ëåãêî âèäåòü, íåïðåðûâíî.

1.2.22. Ïðèìåðû. à) Ïîëóíåïðåðûâíûìè ñíèçó ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-
çíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ èç Ïðèìåðîâ 1.1.4 (à), (â); 1.1.5; 1.1.7; 1.1.8. Ýòî
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì Îïðåäåëåíèÿ 1.2.14. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåïðåðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ èç Ïðèìåðîâ 1.1.4 (à); 1.1.5;
1.1.7. Îòîáðàæåíèå èç Ïðèìåðà 1.1.4 (á) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, íî
íå ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, à îòîáðàæåíèÿ èç Ïðèìåðîâ 1.1.4 (â); 1.1.8
ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó, íî íå ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ îòîáðàæåíèÿ F èç Ïðèìåðà 1.1.8 èìååì F−1

+ (R2
+) = R2

+, ãäå
R2

+ = {(x1, x2)|(x1, x2) ∈ R2, x1 > 0, x2 > 0},R2

+ = {x1, x2)|(x1, x2) ∈
R2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}.

á) Ïóñòü T - êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî; X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé Ω ⊂ C(T, X) ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q : T → P (X), îïðåäåëåí-
íîå êàê

Q(t) = Ω(t) := {y(t)|y ∈ Ω}
ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ Òåîðåìó
1.2.20. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ òàêæå (ïðîâåðüòå!), ÷òî åñëè ñåìåéñòâî Ω
êîìïàêòíî, òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è, ñëå-
äîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî.

Åùå îäèí âàæíûé êëàññ ñîñòàâëÿþò çàìêíóòûå ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ.

1.2.23. Îïðåäåëåíèå.Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òûì, åñëè åãî ãðàôèê ΓF (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.1.2) åñòü çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå X × Y.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëèðîâêè.

1.2.24. Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(a) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F çàìêíóòî;
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(á) äëÿ ëþáîé ïàðû x ∈ X, y ∈ Y òàêîé, ÷òî y /∈ F (x), ñóùå-
ñòâóþò îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x è V (y) òî÷êè y òàêèå, ÷òî
F (U(x)) ∩ V (y) = ∅;

(â) äëÿ ëþáûõ íàïðàâëåííîñòåé {xα} ⊂ X, {yα} ⊂ Y òàêèõ, ÷òî
xα → x, yα ∈ F (xα), yα → y, âûïîëíåíî y ∈ F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) (à)<=>(á): óñëîâèå (á) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà
(x, y) ∈ X × Y ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ ãðàôèêà ΓF âìåñòå ñ íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòüþ;
2) (à)<=>(â): óñëîâèå (â) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íàïðàâëåííîñòü {(xα, yα)}
⊂ ΓF ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (x, y) ∈ X × Y, òî (x, y) ∈ ΓF . ¥

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà X è Y ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè, â óñëîâèè (â) âìåñòî íàïðàâëåííîñòåé äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü îáû÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1.2.25. Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèÿ èç Ïðèìåðîâ 1.1.4 (à), (á); 1.1.5 -
1.1.8 ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

1.2.26. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì Ïðèìåð 1.1.9. Åñëè X, Y - òîïîëî-
ãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî è f : X → Y -
íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :
Y → P (X), îáðàòíîå ê f , çàìêíóòî.

1.2.27. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì Ïðèìåð 1.1.10. Åñëè X,Y, Z - òîïî-
ëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à îòîáðàæåíèÿ f è g íåïðåðûâíû, òî îïðå-
äåëåííîå â Ïðèìåðå 1.1.10 ìóëüòèîòîáðàæåíèå F çàìêíóòî.

1.2.28. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì Ïðèìåð 1.1.11. Åñëè X, Y - òîïîëî-
ãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, òî îïðåäåëåííîå â
Ïðèìåðå 1.1.11 ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fr çàìêíóòî.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé â Ïðèìåðàõ 1.2.26 � 1.2.28 ìîæåò
áûòü ïðîâåðåíà ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 1.2.24(â).

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ïîñòîÿííî èñ-
ïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü Y - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Îáîçíà÷èì C(Y ), K(Y ) ñîâîêóïíîñòè, ñîñòîÿùèå èç âñåõ íåïó-

ñòûõ çàìêíóòûõ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Y .
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Åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y ëèíåéíî, òî Pv(Y ) îáîçíà÷àåò
ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ Y . Ââåäåì òàê-
æå îáîçíà÷åíèÿ:

Cv(Y ) = Pv(Y ) ∩ C(Y ), Kv(Y ) = Pv(Y ) ∩K(Y ).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïðèíèìàåò ñâîè çíà÷å-
íèÿ â ìíîæåñòâàõ C(Y ), K(Y ) èëè Pv(Y ), áóäåì ãîâîðèòü èíîãäà,
÷òî F èìååò ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûå, êîìïàêòíûå èëè âûïóêëûå
çíà÷åíèÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîãî îòîáðàæåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò,
÷òî îíî èìååò çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðåíèå ïðèìåðîâ óêàçûâàåò íà òåñíóþ ñâÿçü çàìêíóòûõ è
ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó îòîáðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1.2.29. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → C(Y ) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è ïðîñòðàíñòâî Y ðåãóëÿðíî, òî F çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Y, y /∈ F (x). Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà Y ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü V (y) òî÷êè y è îòêðûòîå
ìíîæåñòâî W ⊃ F (x) òàêèå, ÷òî V (y) ∩W = ∅. Ïóñòü U(x) - îêðåñò-
íîñòü x òàêàÿ, ÷òî F (U(x)) ⊂ W. Òîãäà F (U(x)) ∩ V (y) = ∅, è ñïðà-
âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç Òåîðåìû 1.2.24(á). ¥

1.2.30. Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ÿñíî, ÷òî åñëè îòîáðà-
æåíèå F èìååò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ, òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà Y ìîæåò áûòü çàìåíåíî õàóñäîðôîâîñòüþ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâå-
ðõó çàìêíóòîãî îòîáðàæåíèÿ äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

1.2.31. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) íàçû-
âàåòñÿ:
à) êîìïàêòíûì, åñëè îáëàñòü çíà÷åíèé F (X) îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íà â Y , ò.å. F (X) êîìïàêòíî â Y ;
á) ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X îáëàäàåò îêðåñò-
íîñòüþ U(x) òàêîé, ÷òî ñóæåíèå F íà U(x) êîìïàêòíî;
â) êâàçèêîìïàêòíûì, åñëè ñóæåíèå F íà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíî-
æåñòâî A ⊂ X êîìïàêòíî.
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ßñíî, ÷òî à) ⇒ á) ⇒ â).

1.2.32. Òåîðåìà. Ïóñòü F : X → K(Y ) - çàìêíóòîå îòîáðàæå-
íèå. Åñëè îíî ëîêàëüíî êîìïàêòíî, òî îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X, V - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y
òàêîå, ÷òî F (x) ⊂ V. Ïóñòü U(x) - îêðåñòíîñòü x òàêàÿ, ÷òî ñó-
æåíèå íà íåå F êîìïàêòíî, è ïóñòü W = F (U(x)) \ V 6= ∅. Åñëè
y ∈ W, òî â ñèëó çàìêíóòîñòè F íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè V (y) òî÷êè
y è Uy(x) òî÷êè x òàêèå, ÷òî F (Uy(x)) ∩ V (y) = ∅. Ïîñêîëüêó ìíî-
æåñòâî W êîìïàêòíî, åãî ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì îêðåñò-
íîñòåé V (y1), ..., V (yn). Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x:
Ũ(x) = U(x) ∩ (

n⋂
i=1

Uyi
(x)). Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî x′ ∈ Ũ(x) âëå÷åò

F (x′)∩V (yj) = ∅ äëÿ âñåõ j = 1, 2, ..., n, ñëåäîâàòåëüíî F (x′)∩W = ∅.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, F (Ũ(x)) ⊂ F (U(x)). Òàêèì îáðàçîì, F (Ũ(x)) ⊂ V.
¥

Ðàçëè÷èå ìåæäó çàìêíóòîñòüþ è ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó èë-
ëþñòðèðóþò Ïðèìåðû 1.1.6 è 1.1.8. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ìóëüòèî-
òîáðàæåíèÿ â ýòèõ ïðèìåðàõ çàìêíóòû, íî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïîëóíå-
ïðåðûâíûìè ñâåðõó. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïðèìåðà 1.1.6 èìååò
êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ è äëÿ íåãî óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó
íàðóøàåòñÿ â òîé æå òî÷êå x = π/2, â êîòîðîé íå âûïîëíåíî óñëîâèå
ëîêàëüíîé êîìïàêòíîñòè.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ è ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåð-
õó ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.2.33. Òåîðåìà. Ïóñòü F : X → C(Y ) - çàìêíóòîå ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå. Åñëè A ⊂ X - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî åãî îáðàç
F (A) çàìêíóò â Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F (A) 6= Y, òî âîçüìåì y ∈ Y, y /∈ F (A).
Ïóñòü x ∈ A è U(x), Vx(y) - îêðåñòíîñòè òî÷åê x è y òàêèå, ÷òî

F (U(x)) ∩ Vx(y) = ∅.

Äàëåå, ïóñòü îêðåñòíîñòè U(x1), ..., U(xn) îáðàçóò êîíå÷íîå ïîêðûòèå
A; òîãäà V (y) =

⋂n
i=1 Vxi(y) � îêðåñòíîñòü y òàêàÿ, ÷òî V (y)∩F (A) =

∅. ¥
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1.2.34. Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà A ñóùå-
ñòâåííî: îáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ïðè çàìêíóòîì îòîáðàæåíèè
ìîæåò áûòü è íå çàìêíóò. Òàê, â Ïðèìåðå 1.1.7: F (R+) = (0, 1].

Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì áóäåò èãðàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïî-
ëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.2.35. Òåîðåìà. Ïóñòü F : X → K(Y ) - ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåð-
õó ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Åñëè A ⊂ X - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî
åãî îáðàç F (A) êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü {Vj}j∈J � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
F (A). Çíà÷åíèå F (x) êàæäîé òî÷êè x ∈ A ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì
÷èñëîì ìíîæåñòâ Vj1 , ..., Vjn èç ýòîãî ïîêðûòèÿ; îáîçíà÷èì Vx èõ îáú-
åäèíåíèå. Ìíîæåñòâà F−1

+ (Vx), x ∈ A, îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå
A. Âûäåëèì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå F−1

+ (Vx1), .., F
−1
+ (Vxm

). Íî
òîãäà ìíîæåñòâà Vx1 , ..., Vxm îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîêðûòèå F (A) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî F (A) ìîæåò áûòü ïîêðûòî êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ìíîæåñòâ èç ïîêðûòèÿ {Vj}j∈J . ¥

1.2.36. Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ñóùå-
ñòâåííî â äàííîì óòâåðæäåíèè. Â Ïðèìåðå 1.1.6 çàìêíóòîå îòîáðà-
æåíèå èìååò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ, íî F ([0, π]) = R.

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

1.2.37. Òåîðåìà. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
A ⊂ X � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî è F : X → P (Y ) � íåêîòîðîå ìóëüòè-
îòîáðàæåíèå. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó èëè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è çíà÷å-
íèÿ F (x) ñâÿçíû äëÿ êàæäîãî x ∈ A;

(ii) F íåïðåðûâíî è çíà÷åíèå F (x0) ñâÿçíî äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ A,

òî F (A) � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåð-
õó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâó-
þò îòêðûòûå ìíîæåñòâà V0 è V1 â ïðîñòðàíñòâå Y òàêèå, ÷òî:
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à) F (A) ⊂ (V0 ∪ V1);
á) F (A) ∩ Vi 6= ∅, i = 0, 1;
â) (F (A) ∩ V0) ∩ (F (A) ∩ V1) = ∅.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà F−1

+ (V0) = U0, F−1
+ (V1) = U1. Â ñèëó ïîëóíå-

ïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F ýòè ìíîæåñòâà îòêðûòû.
Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ëþáîé òî÷êè x ∈ A ïîïàäàåò òîëüêî â îäíî
èç ìíîæåñòâ V0 èëè V1, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî F (x)
áûëî áû íåñâÿçíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ (U0 ∪ U1); A ∩ Ui 6= ∅ äëÿ
êàæäîãî i = 0, 1 è (A∩U0)∩(A∩U1) = ∅. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà A.

Åñëè æå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ôèãóðèðóþùèå â îïðåäåëåíèè
ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà, ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà çàìêíóòûå, è ïðîâåñòè
òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, âîñïîëüçîâàâøèñü Òåîðåìîé 1.2.19
(â).

(ii) Òàêæå ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíî-
æåñòâî F (x0) äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ â V0 èëè V1, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè F (x0) ⊂ V0 è, ñëåäîâàòåëüíî, F−1

+ (V0) 6= ∅. Òîãäà ïîëó÷àåì

A ⊂ (F−1
+ (V0)

⋃
F−1
− (V1)),

ïðè÷åì îáà ïîñëåäíèõ ìíîæåñòâà íåïóñòû, íå ïåðåñåêàþòñÿ è, â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F, îíè îòêðûòû, íî ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò ñâÿçíîñòè A. ¥

1.2.3. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî
Â ñëó÷àå, åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå äåéñòâóåò â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü íåñêîëüêî óäîáíûõ ñïîñîáîâ õàðàêòåðèçà-
öèè ðàññìîòðåííûõ âûøå òèïîâ íåïðåðûâíîñòè.

Âñþäó â ýòîì ïóíêòå (Y, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1.2.38. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fε : X → P (Y ),

Fε(x) = Uε(F (x)) = {y|y ∈ Y, %(y, F (x)) < ε}
íàçûâàåòñÿ ε-ðàçäóòèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F.

1.2.39. Òåîðåìà. Äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ F : X → K(Y ) â òî÷êå x ∈ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
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÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøëàñü òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè
x, ÷òî èç òîãî, ÷òî x′ ∈ U(x) ñëåäîâàëî áû, ÷òî F (x′) ⊂ Fε(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Îòìåòèì, ÷òî

Fε(x) =
⋃

y∈F (x)

Bε(y)

� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå F (x), è ïðèìåíèì Îïðåäåëåíèå
1.2.13.

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F (x) ⊂ V, V - îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà (ñì. ãë. Î) íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî Fε(x) ⊂ V . Íî òîãäà ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî F (U(x)) ⊂ Fε(x) ⊂ V.¥

1.2.40. Òåîðåìà. Äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ F : X → K(Y ) â òî÷êå x ∈ X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøëàñü òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x,
÷òî èç x′ ∈ U(x) ñëåäîâàëî áû F (x) ⊂ Fε(x′).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ïóñòü
y1, ..., yn òî÷êè ìíîæåñòâà F (x) òàêèå, ÷òî øàðû B ε

2
(yi), 1 ≤ i ≤ n, îá-

ðàçóþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà F (x). Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ n, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
Ui(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî èç x′ ∈ Ui(x) ñëåäóåò F (x′) ∩ B ε

2
(yi) 6= ∅.

Íî òîãäà, åñëè x′ ∈ U(x) =
n⋂

i=1

Ui(x), òî B ε
2
(yi) ⊂ Fε(x′) äëÿ âñåõ

i, 1 ≤ i ≤ n, è, ñëåäîâàòåëüíî, îêðåñòíîñòü U(x) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü V - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Y è F (x) ∩

V 6= ∅. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ F (x) ∩ V , è ïóñòü ε > 0
òàêîâî, ÷òî Bε(y) ⊂ V . Ïóñòü U(x) - îêðåñòíîñòü x òàêàÿ, ÷òî èç
x′ ∈ U(x) ñëåäóåò F (x) ⊂ Fε(x′). Òîãäà F (x′) ∩ Bε(y) 6= ∅ äëÿ âñåõ
x′ ∈ U(x), ÷òî è îçíà÷àåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ F â òî÷êå x. ¥

Îòìåòèì, ÷òî â íåîáõîäèìîé ÷àñòè Òåîðåìû 1.2.39 è äîñòàòî÷íîé
÷àñòè Òåîðåìû 1.2.40 êîìïàêòíîñòü çíà÷åíèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F
íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïóñòü C(Y ) îáîçíà÷àåò, êàê è ðàíüøå, ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Y . Äëÿ A,B ∈ C(Y ) âåëè÷èíà %∗(A, B) =
sup
a∈A

%(a,B) íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèåì ìíîæåñòâà A îò ìíîæåñòâà
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B. Ôóíêöèÿ %∗ : C(Y )×C(Y ) → R∪{∞} îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè.

1.2.41. Òåîðåìà.
(à) %∗(A,B) ≥ 0 äëÿ ëþáûõ A,B ∈ C(Y );
(á) %∗(A,B) = 0 âëå÷åò A ⊂ B;
(â) â îáùåì ñëó÷àå %∗(A,B) 6= %∗(B,A);
(ã) åñëè %∗(A,B) < ∞, òî %∗(A,B) ≤ %∗(A,C) + %∗(C, B) äëÿ ëþáîãî
C ∈ C(Y );
(ä) åñëè %∗(A,B) < ∞, òî %∗(A,B) = inf{ε | A ⊂ Uε(B)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.
(á) Äëÿ ëþáîãî x ∈ A âûïîëíåíî %(x,B) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷-

êà x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
èç B. Â ñèëó çàìêíóòîñòè B ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ B.

(â) Âîçüìåì A = {a} ∈ Y, B = {a} ∪ {b} ∈ Y, a 6= b. Òîãäà
%∗(A,B) = 0, %∗(B, A) 6= 0.

(ã) Äëÿ ëþáîãî x ∈ A â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà âûïîëíåíî

%(x,B) = inf
y∈B

%(x, y) ≤ inf
y∈B

(%(x, z) + %(z, y)) = %(x, z) + %(z,B),

ãäå z - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà C. Òîãäà

%(x,B) ≤ %(x, z) + %∗(C, B)

äëÿ ëþáîãî z ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî,

%(x,B) ≤ inf
z∈C

%(x, z) + %∗(C,B) = %(x,C) + %∗(C, B)

≤ %∗(A,C) + %∗(C, B).

Òîãäà %∗(A,B) ≤ %∗(A,C) + %∗(C,B).
(ä) Ïóñòü ε > %∗(A,B), òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A íàéäåòñÿ

òî÷êà y ∈ B òàêàÿ, ÷òî x ∈ Bε(y). Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ Uε(B), ò.å.
inf{ε|A ⊂ Uε(B)} ≤ %∗(A,B). Åñëè æå ε > 0 òàêîâî, ÷òî A ⊂ Uε(B),
òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A âûïîëíåíî %(x,B) < ε. Òîãäà %∗(A, B) ≤ ε, ò.å.
%∗(A,B) ≤ inf{ε|A ⊂ Uε(B)}. Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñâîéñòâî. ¥

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h : C(Y )× C(Y ) → R ∪ {∞},
h(A, B) = max{%∗(A,B), %∗(B, A)}.
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Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü, ÷òî ýòà ôóíê-
öèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Äëÿ ëþáûõ A,B ∈ C(Y ) âûïîëíåíî:

1) h(A,B) ≥ 0;
2) h(A,B) = 0 ðàâíîñèëüíî A = B;
3) h(A,B) = h(B, A)
4) Åñëè h(A,B) < ∞, òî h(A,B) ≤ h(A,C) + h(C, B) äëÿ ëþáîãî

C ∈ C(Y ).

1.2.42. Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ h íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìåò-
ðèêîé Õàóñäîðôà íà ìíîæåñòâå C(Y ).

Òåðìèí "ðàñøèðåííàÿ" çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ h ìîæåò ïðè-
íèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì Cb(Y ) - ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ çàìêíóòûõ îãðàíè-
÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ Y . Èç âûøåóêàçàííûõ ñâîéñòâ íåìåäëåííî âû-
òåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ìåòðèêîé íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå. Åå íàçûâàþò ìåòðèêîé Õàóñäîðôà.

Çàìåòèì, ÷òî èç Òåîðåìû 1.2.41(ä) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ A,B ∈
Cb(Y ) âûïîëíåíî

h(A,B) = inf{ε|A ⊂ Uε(B), B ⊂ Uε(A)}.

1.2.43. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → Cb(Y ) íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, åñëè îíî íåïðåðûâíî
êàê îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Cb(Y ), h).

Äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü òåïåðü ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ õàðàêòåðèçàöèþ íåïðåðûâíî-
ñòè.

1.2.44. Òåîðåìà. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y ) íåïðå-
ðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñ-
äîðôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó-
åò èç Òåîðåì 1.2.39 è 1.2.40. ¥
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Ïóñòü òåïåðü Y - ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â äàëü-
íåéøåì áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè ïîëóíåïðåðûâíî-
ñòè ñíèçó è ñâåðõó.

Ïóñòü {rn}∞n=1 - íåêîòîðîå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî
Y . Äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : X → P (Y ) îïðåäåëèì ôóíêöèè
{ϕn}∞n=1, ϕn : X → R,

ϕn(x) = %(rn, F (x)).

1.2.45. Òåîðåìà. Äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîòîáðà-
æåíèÿ F : X → P (Y ) íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñâåðõó (â îäíîçíà÷íîì ñìûñëå) ôóíêöèé ϕn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ a > 0 è n ìíîæåñòâî

{x|x ∈ X, ϕn(x) < a}

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì F−1
− (Ba(rn)). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî øàðû ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ rn îáðàçóþò áàçó
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Y è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ Òåîðåìîé 1.2.19
(ã).¥

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

1.2.46. Ëåììà. Ïóñòü F : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðàæåíèå,
W ⊂ Y - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâà Wm òàêî-
âû, ÷òî W ⊂ Wm ⊂ Uεm(W ) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{εm}∞m=1, εm > 0, εm → 0. Òîãäà:

(a) F−1
+ (W ) =

∞⋂
m=1

F−1
+ (Wm);

(á) åñëè çíà÷åíèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F êîìïàêòíû, òî

F−1
− (W ) =

∞⋂
m=1

F−1
− (Wm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèÿ

F−1
+ (W ) ⊂

∞⋂
m=1

F−1
+ (Wm), F−1

− (W ) ⊂
∞⋂

m=1

F−1
− (Wm)
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î÷åâèäíû.
(à) Åñëè x /∈ F−1

+ (W ), òî ñóùåñòâóåò y ∈ F (x) òàêîå, ÷òî y /∈ W.

Íî òîãäà, åñëè εm < %(y,W ), òî x /∈ F−1
+ (Wm), ÷òî è äîêàçûâàåò

(à).
(á) Åñëè x /∈ F−1

− (W ), òî F (x)∩W = ∅, è òàê êàê ìíîæåñòâî F (x)
êîìïàêòíî, òî (ñì. Ãëàâó 0) íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî Fε(x)∩W = ∅.
Íî òîãäà, åñëè εm < ε, òî x /∈ F−1

− (Wm), è (á) òàêæå äîêàçàíî.¥

1.2.47. Òåîðåìà. Äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ F : X → K(Y ) íåîáõîäèìà, à â ñëó÷àå êîìïàêòíîñòè ìóëü-
òèîòîáðàæåíèÿ F è äîñòàòî÷íà ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó (â îäíî-
çíà÷íîì ñìûñëå) ôóíêöèé ϕn.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, òî äëÿ ëþáûõ a > 0 è n ìíîæåñòâî {x|x ∈
X,ϕn(x) > a} = F−1

+ (Y \Ba(rn)) îòêðûòî.
2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñêîëüêó ìóëüòèîòîáðàæåíèå F êîìïàêò-

íî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
K ⊂ Y ìíîæåñòâî F−1

− (K) çàìêíóòî. Äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {εm}∞m=1, εm > 0, εm → 0 ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ K
çàìêíóòûìè øàðàìè ðàäèóñà εm ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ èç ìíîæåñòâà

{rn}∞n=1 : K ⊂ Km =
q(m)⋃
i=1

Bεm(rn(m,i)). Äëÿ êàæäîãî m ìíîæåñòâî

F−1
− (Km) =

q(m)⋃

i=1

F−1
− (Bεm(rn(m,i))) =

q(m)⋃

i=1

{x|x ∈ X, ϕn(m,i)(x) ≤ εm}

çàìêíóòî. Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1.2.46 (á), ïîëó÷èì, ÷òî F−1
− (K) =

∞⋂
m=1

F−1
− (Km), îòêóäà è âûòåêàåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà F−1

− (K).¥

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå Òåîðåìû 1.2.32.

1.2.48. Òåîðåìà. Ïóñòü X è Y - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è
F : X → K(Y ) - çàìêíóòîå êâàçèêîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.
Òîãäà F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X - íåêîòîðàÿ òî÷êà è V ⊂ Y -
îòêðûòîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî F (x) ⊂ V. Åñëè F íå ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå x, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{xn} ⊂ X, xn → x òàêàÿ, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê yn ∈ F (xn)\V äëÿ âñåõ n = 1, 2, ... Â ñèëó óñëîâèÿ êâàçèêîìïàêò-
íîñòè ìû ìîæåì ïîëàãàòü, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî yn → y /∈ V,
â ïðîòèâîðå÷èå ñ y ∈ F (x).¥

1.3. Îïåðàöèè íàä ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè
Îïðåäåëÿåìûé äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé íàáîð îïåðàöèé ñóùåñòâåííî
áîãà÷å, ÷åì â ñëó÷àå îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé: òàêèå îïåðàöèè, êàê
îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå ìóëüòèîòîáðàæåíèé è íåêîòîðûå äðóãèå,
íå èìåþò "îäíîçíà÷íûõ" àíàëîãîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ñî-
õðàíåíèå ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ
îïåðàöèÿõ íàä íèìè.

1.3.1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè
Ïóñòü X,Y - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; {Fj}j∈J , Fj : X → P (Y )
- íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.3.1. Òåîðåìà. (à) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fj ïîëóíåïðå-
ðûâíû ñâåðõó. Åñëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J êîíå÷íî, òî îáúåäèíåíèå
ìóëüòèîòîáðàæåíèé

⋃
j∈J

Fj : X → P (Y ), (
⋃

j∈J

Fj)(x) =
⋃

j∈J

Fj(x) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;

(á) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fj ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Òîãäà
èõ îáúåäèíåíèå

⋃
j∈J

Fj ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó;

(â) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fj : X → C(Y ) çàìêíóòû. Åñëè
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J êîíå÷íî, òî îáúåäèíåíèå

⋃
j∈J

Fj : X → C(Y )

çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü V ⊂ Y îòêðûòî, òîãäà ñîãëàñíî Ëåì-
ìå 1.2.7 (à)

(
⋃

j∈J

Fj)−1
+ (V ) =

⋂

j∈J

(Fj)−1
+ (V ),

ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî, à çíà÷èò, â ñèëó Òåîðåìû
1.2.15(á) ìóëüòèîòîáðàæåíèå

⋃
j∈J

Fj ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

(á) Äàííîå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëåäóåò èç Ëåììû
1.2.8(à) è Òåîðåìû 1.2.19(á).
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(â) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàôèê Γ S
j∈J

Fj
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

⋃
j∈J

Fj ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãðàôèêîâ
⋃

j∈J

ΓFj
, îòêóäà è ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå. ¥

1.3.2. Òåîðåìà. (à) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fj : X → C(Y )
ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Åñëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J êîíå÷íî, ïðî-
ñòðàíñòâî Y íîðìàëüíî è

⋂
j∈J

Fj(x) 6= ∅, ∀x ∈ X, òî ïåðåñå÷åíèå

ìóëüòèîòîáðàæåíèé
⋂

j∈J

Fj : X → C(Y ), (
⋂

j∈J

Fj)(x) =
⋂

j∈J

Fj(x), ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

(á) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fj : X → C(Y ) çàìêíóòû è⋂
j∈J

Fj(x) 6= ∅, ∀x ∈ X. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå
⋂

j∈J

Fj : X → C(Y ) çà-
ìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ
ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è F1. Äëÿ x ∈ X ïóñòü V - íåêîòîðàÿ îêðåñò-
íîñòü ìíîæåñòâà F (x) = (F0 ∩ F1)(x). Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíî-
æåñòâ F0(x) èëè F1(x) ñîäåðæèòñÿ â V, òî òîãäà ñóùåñòâîâàíèå òàêîé
îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x, ÷òî F (U(x)) ⊂ V î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå F0(x) \ V è F1(x) \ V � íåïóñòûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Îíè
íe ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó â ñèëó íîðìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y íàé-
äóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà W0 è W1 òàêèå, ÷òî
(Fj(x) \ V ) ⊂ Wj , j = 0, 1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî j = 0, 1 âûïîëíåíî

Fj(x) ⊂ (V ∪ (Fj(x) \ V )) ⊂ (V ∪Wj).

Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèé Fj äëÿ êàæ-
äîãî j = 0, 1 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uj(x) òî÷êè x, ÷òî

Fj(Uj(x)) ⊂ (V ∪Wj).

Íî òîãäà, åñëè U(x) = U0(x)∩U1(x), òî äëÿ ëþáîãî x′ ∈ U(x) âûïîë-
íåíî

F (x′) = F0(x′) ∩ F1(x′) ⊂ ((V ∪W0) ∩ (V ∪W1)) = V,

÷òî è îçíà÷àåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F â
òî÷êå x.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå òåïåðü ñëåäóåò èç
ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
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(á) Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ãðàôèê
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

⋂
j∈J

Fj ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãðàôèêîâ ìóëüòè-

îòîáðàæåíèé Fj .¥

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.3.3. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 : X → C(Y )
çàìêíóòî, ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 : X → K(Y ) ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó è

F0(x) ∩ F1(x) 6= ∅, ∀x ∈ X.

Òîãäà ïåðåñå÷åíèå F = F0 ∩ F1 : X → K(Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X ïóñòü V ⊂ Y - íåêî-
òîðàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà (F0 ∩ F1)(x). Ïîêàæåì, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x, ÷òî (F0 ∩ F1)(U(x)) ⊂ V.

Åñëè F1(x) ⊂ V , òî ñóùåñòâîâàíèå U(x) âûòåêàåò èç ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòè ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F1. Ïóñòü K = F1(x) \ V 6= ∅,
òîãäà ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî è K ∩F0(x) = ∅. Â ñèëó çàìêíóòîñòè
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ K íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè
V (y) ⊂ Y òî÷êè y è Uy(x) ⊂ X òî÷êè x òàêèå, ÷òî F0(Uy(x))∩V (y) =
∅ (Òåîðåìà 1.2.24(á)). Ïóñòü {V (yi)}n

i=1 - êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíî-
æåñòâà K îêðåñòíîñòÿìè âèäà V (y) è V (K) =

n⋃
i=1

V (yi). Îòêðûòîå
ìíîæåñòâî V ∪V (K) ñîäåðæèò F1(x), ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü U1(x) òî÷êè x, ÷òî F1(U1(x)) ⊂ (V ∪ V (K)). Òîãäà îêðåñòíîñòü
U(x) = U1(x) ∩ Uy1(x) ∩ ... ∩ Uyn(x) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Äåéñòâèòåëü-
íî, F0(U(x)) ∩ V (K) = ∅, a F1(U(x)) ⊂ (V ∪ V (K)), ñëåäîâàòåëüíî,
(F0 ∩ F1)(U(x)) ⊂ V.¥

1.3.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y )
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, C ⊂ Y - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è F (x)∩C 6=
∅,∀x ∈ X. Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ : X → K(Y ),

F̃ (x) = F (x) ∩ C

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 : X → C(Y ),

F0(x) ≡ C
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çàìêíóòî. Ïîëîæèì F1 = F è ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå äîêàçàííîé
òåîðåìû.¥

1.3.5. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî, ìóëü-
òèîòîáðàæåíèÿ {Fj}j∈J , Fj : X → K(Y ) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó è⋂
j∈J

Fj(x) 6= ∅, ∀x ∈ X. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå
⋂

j∈J

Fj : X → K(Y ) ïîëóíå-
ïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fj0 - îäíî èç ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñåìåé-
ñòâà; ïîñêîëüêó âñå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Fj çàìêíóòû (ñì. Çàìå÷àíèå
1.2.30), ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 =

⋂
j∈J

Fj òàêæå çàìêíóòî (Òåîðåìà

1.3.2(á)). Ïîëîæèì F0 = Fj0 è ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå äîêàçàííîé
òåîðåìû.¥

Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó, èññëåäîâàíèå èõ
ïåðåñå÷åíèÿ íà íåïðåðûâíîñòü óñëîæíÿåòñÿ. Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðè-
ìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ïåðåñå÷åíèå íå áóäåò ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

1.3.6. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 : [0, π] →
Kv(R2), îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0

ïîñòîÿííî:

F0(ϕ) = {(y0, y1)|(y0, y1) ∈ R2, y1 ≥ 0, y2
0 + y2

1 ≤ 1},

à ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 îïðåäåëåíî òàê:

F1(ϕ) = {(y0, y1)|(y0, y1) ∈ R2, y0 = λ cosϕ, y1 = λ sin ϕ, λ ∈ [−1, 1]}

(ñì. ðèñ.8).
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Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 è F1, î÷åâèäíî, ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó
(îíè äàæå íåïðåðûâíû), íî èõ ïåðåñå÷åíèå F0 ∩ F1, îïðåäåëåííîå íà
âñåì ïðîìåæóòêå [0, π], íå ÿâëÿåòñÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñíèçó â òî÷êàõ 0 è π.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ïîëó-
íåïðåðûâíîñòü ñíèçó ïåðåñå÷åíèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé, ïîëåçíî ñëå-
äóþùåå ïîíÿòèå.

1.3.7. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) íàçû-
âàåòñÿ êâàçèîòêðûòûì â òî÷êå x ∈ X, åñëè

intF (x) 6= ∅
è åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ intF (x) íàéäóòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü V (y) ⊂ Y
è òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x) ⊂ X, ÷òî V (y) ⊂ F (x′) äëÿ âñåõ x′ ∈ U(x).
Åñëè F êâàçèîòêðûòî â êàæäîé òî÷êå x ∈ X, òî îíî íàçûâàåòñÿ êâà-
çèîòêðûòûì.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) òàêîå,
÷òî intF (x) 6= ∅ äëÿ âñåõ x ∈ X, êâàçèîòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ãðàôèê ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ intF : X → P (Y ),

(intF )(x) = intF (x)

îòêðûò â X × Y.

1.3.8. Òåîðåìà. Ïóñòü Y - êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → Cv(Y ) êâàçè-
îòêðûòî â òî÷êå x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî
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intF (x) 6= ∅ è F ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F êâàçèîòêðûòî â
òî÷êå x ∈ X, òîãäà intF (x) 6= ∅ ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü V ⊂ Y -
îòêðûòîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî V ∩F (x) 6= ∅, òîãäà íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî è V ∩ intF (x) 6= ∅. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ Y ∩ intF (x) ïóñòü
V (y) ⊂ Y è U(x) ⊂ X òàêèå îêðåñòíîñòè, ÷òî V (y) ⊂ F (x′) äëÿ âñåõ
x′ ∈ U(x). Íî ïîñêîëüêó V (y) ∩ V 6= ∅, òî V ∩ F (x′) 6= ∅ äëÿ âñåõ
x′ ∈ U(x), ÷òî è îçíà÷àåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ F â òî÷êå x.

2) Îáðàòíî, ïóñòü intF (x) 6= ∅ è F ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå
x ∈ X. Ïóñòü y ∈ intF (x) è Bδ(y) ⊂ F (x). Çàôèêñèðóåì δ1, 0 < δ1 < δ.
Â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Y øàð Bδ(y) îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòåí. Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå áûëè ïðèìåíå-
íû ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â Òåîðåìå 1.2.40, ïîëó÷èì, ÷òî
cóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x′ ∈ U(x) âûïîëíåíî Bδ(y) ⊂ Fη(x′), ãäå η = δ − δ1. Åñëè òåïåðü
y′ ∈ Bδ1(y), íî y′ /∈ F (x′), òî îòäåëèì òî÷êó y′ îò ìíîæåñòâà F (x′)
ãèïåðïëîñêîñòüþ L∗. Òîãäà øàð Bη(y′) áóäåò ñîäåðæàòü òî÷êè, óäà-
ëåííûå îò L, à ñëåäîâàòåëüíî, è îò F (x′) íà ðàññòîÿíèå, áîëüøåå η.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Bη(y′) ⊂ Bδ(y) ⊂ Fη(x′). Ñëåäîâàòåëüíî,
Bδ1(y) ⊂ F (x′) äëÿ âñåõ x′ ∈ U(x).¥

Ïðèâåäåì òåïåðü ñëåäóþùåå óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó
ïåðåñå÷åíèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.3.9. Òåîðåìà. Ïóñòü X, Y - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 : X → P (Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå
x0 ∈ X, ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 : X → P (Y ) êâàçèîòêðûòî â x0 è

F0(x) ∩ F1(x) 6= ∅

äëÿ âñåõ x ∈ X. Åñëè

F0(x0) ∩ F1(x0) ⊂ F0(x0) ∩ intF1(x0),

òî ïåðåñå÷åíèå F0

⋂
F1 ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V ⊂ Y - îòêðûòîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
0Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó òåîðåì îòäåëèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [105], [106]).
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V ∩ (F0 ∩ F1)(x0) 6= ∅. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ
òî÷êà y ∈ V ∩(F0∩F1)(x0), ÿâëÿþùàÿñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
F1(x0). Ïóñòü V (y) - îêðåñòíîñòü y òàêàÿ, ÷òî V (y) ⊂ (V ∩ F1(x0)).
Èñïîëüçóÿ êâàçèîòêðûòîñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F1, ìû ìîæåì ïî-
ëàãàòü, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U1(x0) òî÷êè x0, ÷òî V (y) ⊂ F1(x′) äëÿ âñåõ x′ ∈ U1(x0).

Ïîñêîëüêó y ∈ F0(x0), è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 ïîëóíåïðåðûâ-
íî ñíèçó, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U0(x0) òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî F0(x′′) ∩
V (y) 6= ∅ äëÿ âñåõ x′′ ∈ U0(x0). Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ U(x0) =
U0(x0)∩U1(x0) âûïîëíåíî (F0 ∩F1)(x̃)∩ V (y) 6= ∅, ò.å. (F0 ∩F1)(x̃)∩
V 6= ∅, ÷òî è îçíà÷àåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ
F0 ∩ F1 â òî÷êå x0. ¥

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òåïåðü äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó
ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.3.10. Òåîðåìà. Ïóñòü Y - êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 : X → Cv(Y )
ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Ïóñòü F0(x) ∩ F1(x) 6= ∅ äëÿ âñåõ x ∈ X è

F0(x0) ∩ intF1(x0) 6= ∅

äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ X. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå F0 ∩ F1 : X → Cv(Y ) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 1.3.8 ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F1 êâàçèîòêðûòî â òî÷êå x0. Ïóñòü y ∈ (F0 ∩ F1)(x0) - ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà, à ỹ ∈ F0(x0)∩ intF1(x0). Èç âûïóêëîñòè çíà÷åíèé ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèé F0 è F1 ñëåäóåò, ÷òî îòðåçîê [y, ỹ] ñîäåðæèòñÿ â (F0∩F1)(x0)
è (y, ỹ] ⊂ intF1(x0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è
F1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 1.3.9. ¥

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè êîìïîçè-
öèè ìóëüòèîòîáðàæåíèé (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.2.9).

1.3.11. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 : X → P (Y ) è
F1 : Y → P (Z) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó (ñíèçó), òî èõ êîìïîçèöèÿ
F1 ◦ F0 : X → P (Z) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó (ñíèçó).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Òåîðåì
1.2.15(á), 1.2.19(á) è Ëåììû 1.2.10.¥

1.3.12. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 : X → K(Y )
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 : Y → C(Z) çà-
ìêíóòî. Òîãäà êîìïîçèöèÿ F1◦F0 : X → C(Z) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà z ∈ Z òàêîâà, ÷òî z /∈ F1 ◦F0(x), x ∈
X. Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.2.24(á) ê çàìêíóòîìó ìóëüòèîòîáðàæåíèþ
F1, äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ F0(x) íàéäåì îêðåñòíîñòè Wy(z) òî÷êè z
è V (y) òî÷êè y òàêèå, ÷òî

F1(V (y) ∩Wy(z)) = ∅.

Ïóñòü {V (yi)}n
i=1 - êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà F0(x). Åñëè òå-

ïåðü U(x) - îêðåñòíîñòü òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî

F0(U(x)) ⊂
n⋃

i=1

V (yi),

òî
(F1 ◦ F0)(U(x)) ∩ (

n⋂

i=1

Wyi(x)) = ∅,

÷òî è äîêàçûâàåò â ñèëó Òåîðåìû 1.2.24(á) çàìêíóòîñòü ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ F1 ◦ F0. ¥

1.3.13. Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿ F0 ñóùåñòâåííî. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð,
êîìïîçèöèÿ çàìêíóòûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò
íå áûòü çàìêíóòûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì.

1.3.14. Ïðèìåð. Ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 : R→ K(R),

F0(x) =
{ { 1

x}, x 6= 0
{0}, x = 0

è F1 : R→ K(R),

F1(x) =
{ { 1

x}, x 6= 0
{1}, x = 0
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çàìêíóòû, íî íå ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Èõ êîìïîçèöèÿ F1 ◦ F0 :
R→ K(R),

(F1 ◦ F0)(x) =
{ {x}, x 6= 0
{1}, x = 0

î÷åâèäíî, íå çàìêíóòà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèþ ïåðåõîäà ê äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.2.11).

1.3.15. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 : X → P (Y ),
F1 : X → P (Z) ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó, òî èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-
íèå F0 × F1 : X → P (Y × Z) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà V0 × V1, ãäå V0 ⊂
Y, V1 ⊂ Z - îòêðûòûå ìíîæåñòâà, îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà Y × Z è ïðèìåíèì Òåîðåìó 1.2.19(ã) è Ëåììó 1.2.12(á).¥

1.3.16. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 : X → C(Y ),
F1 : X → C(Z) çàìêíóòû, òî èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå F0 × F1 :
X → C(Y × Z) çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáîáùåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xα} ⊂ X, {υα} ⊂ Y × Z òàêèå, ÷òî xα → x, υα ∈ (F0 × F1)(xα),
υα → υ. Òîãäà υα = yα × zα, ãäå yα ∈ F0(xα), zα ∈ F1(xα). Ïî îïðå-
äåëåíèþ òîïîëîãèè â Y × Z èç ñõîäèìîñòè υα → υ = (y, z) âûòåêàþò
ñõîäèìîñòè yα → y, zα → z. Èç çàìêíóòîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0

è F1 ñëåäóåò y ∈ F0(x), z ∈ F1(x)(Òåîðåìà 1.2.24(â)), íî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî υ ∈ (F0×F1)(x), îòêóäà â ñèëó òîé æå Òåîðåìû 1.2.24 (â) ñëåäóåò
çàìêíóòîñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 × F1. ¥

Âîïðîñ î ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïî-
ëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ðåøàåòñÿ ïðè áî-
ëåå æåñòêîì ïðåäïîëîæåíèè êîìïàêòíîñòè èõ îáðàçîâ.

1.3.17. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0 : X → K(Y ),
F1 : X → K(Z) ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, òî èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäå-
íèå F0 × F1 : X → K(Y × Z) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 × F1 èìååò êîìïàêòíûå
çíà÷åíèÿ â ñèëó òåîðåìû Òèõîíîâà (ñì. ãë. 0). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
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òî÷êè x ∈ X ïóñòü G ⊃ (F0 × F1)(x) - îòêðûòîå â Y × Z ìíîæå-
ñòâî. Äëÿ êàæäîãî (y, z) ∈ (F0 × F1)(x) ïóñòü G0(y, z) è G1(y, z)
- îòêðûòûå â Y è Z ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî (y, z) ∈
G0(y, z) × G1(y, z) ⊂ G. (Òàêèå ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò ïî îïðåäåëå-
íèþ òîïîëîãèè â Y ×Z, ñì. ãë. 0). Äëÿ êàæäîãî y ∈ F0(x) ðàññìîòðèì
ïîêðûòèå

∑
y = {G1(y, z̃)|z̃ ∈ F1(x)} ìíîæåñòâà F1(x). Â ñèëó êîì-

ïàêòíîñòè F1(x) èç
∑

y ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
∑′

y =

{G1(y, z̃1), ..., G1(y, z̃k)}. Ìíîæåñòâî V (y) =
k⋂

j=1

G0(y, z̃j) - íåêîòîðàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè y â Y , à ìíîæåñòâî Wy =
k⋃

j=1

G1(y, z̃j) - îêðåñò-

íîñòü F1(x) â Z, ïðè÷åì (V (y)×Wy) ⊂ G. Ìíîæåñòâà V (y), y ∈ F0(x)
îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà F0(x). Âûäå-

ëèì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {V (yi)}l
i=1, è ïóñòü V =

l⋃
i=1

V (yi)

è W =
l⋂

i=1

Wyi . Òîãäà V - îêðåñòíîñòü F0(x) â Y , a W - îêðåñòíîñòü
F1(x) â Z è V ×W ⊂ G. Òîãäà èç Ëåììû 1.2.12 (à) è ïîëóíåïðåðûâ-
íîñòè ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è F1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x, ÷òî (F0 × F1)(x′) ⊂ V ×W ⊂ G äëÿ
ëþáîãî x′ ∈ U(x). Ýòî è îçíà÷àåò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿ F0 × F1. ¥

1.3.2. Àëãåáðàè÷åñêèå è äðóãèå îïåðàöèè
Ïóñòü X - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y - ëèíåéíîå òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1.3.18. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F0, F1 : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðà-
æåíèÿ. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F0 + F1 : X → P (Y ),

(F0 + F1)(x) = F0(x) + F1(x)

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0 è F1.

1.3.19. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 : X → P (Y )
ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó, òî èõ ñóììà F0 + F1 : X → P (Y ) ïîëóíåïðå-
ðûâíà ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.15 ìóëüòèîòîáðàæåíèå
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F0×F1 : X → P (Y ×Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå f : Y × Y → Y,

f(u, v) = u + v

íåïðåðûâíî. Íî
F0 + F1 = f ◦ (F0 × F1),

è óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç Òåîðåìû 1.3.11.¥

Àíàëîãè÷íûì ïðèìåíåíèåì Òåîðåì 1.3.17 è 1.3.11 óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.3.20. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 : X → K(Y )
ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, òî èõ ñóììà F0 + F1 : X → K(Y ) ïîëóíå-
ïðåðûâíà ñâåðõó.

1.3.21. Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ êîìïàêò-
íîñòè çíà÷åíèé ìóëüòèîòîáðàæåíèé F0, F1 â äàííîé òåîðåìå. Òàê,
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F â Ïðèìåðå 1.1.8, íå ÿâëÿþùååñÿ, êàê óæå îòìå-
÷àëîñü, ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóì-
ìà òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ F0(x) ≡ {x} è ïîñòîÿííîãî ìóëüòèî-
òîáðàæåíèÿ F1(x) = {(z1, z2) | (z1, z2) ∈ R2, z1z2 = 1, z1 > 0, z2 > 0}.

1.3.22. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F : X → P (Y ) - ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå; f : X → R - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå f ·F : X →
P (Y ),

(f · F )(x) = f(x) · F (x)

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì f íà F .

1.3.29. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y ) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñíèçó, à ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíà, òî ïðîèçâå-
äåíèå f · F : X → P (Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.15 ìóëüòèîòîáðàæåíèå f ×
F : X → P (R×Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Îòîáðàæåíèå ϕ : R×Y → Y,

ϕ(r, y) = r · y

íåïðåðûâíî. Íî òîãäà ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.11 ìóëüòèîòîáðàæåíèå

f · F = ϕ ◦ (f × F )
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ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. ¥

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì ïðèìåíåíè-
åì Òåîðåì 1.3.17 è 1.3.11.

1.3.24. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y ) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, à ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíà, òî ïðîèçâå-
äåíèå f · F : X → K(Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

1.3.25. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Y - ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, F : X → P (Y ) - íåêîòîðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå coF : X → Cv(Y ),

(coF )(x) = co(F (x))

íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì çàìûêàíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F .

1.3.26. Òåîðåìà. Ïóñòü Y - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F : X → K(Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (ñíèçó), òî
âûïóêëîå çàìûêàíèå coF : X → Kv(Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (ñíè-
çó).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ìàçó-
ðà (ñì. ãë. 0) ìóëüòèîòîáðàæåíèå coF äåéñòâèòåëüíî èìååò êîìïàêò-
íûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó x ∈ X è çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε1, 0 < ε1 < ε íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x) òî÷êè x òà-
êàÿ, ÷òî F (x′) ⊂ Fε1(x) äëÿ ëþáîãî x′ ∈ U(x) (Òåîðåìà 1.2.39). Íî
Fε1(x) ⊂ Uε1(coF (x)), ñëåäîâàòåëüíî, coF (x′) ⊂ Uε1(coF (x)), ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî Uε1(coF (x)) âûïóêëî. Íî òîãäà coF (x′) ⊂ Uε1(coF (x))
äëÿ ëþáîãî x′ ∈ U(x), ÷òî è äîêàçûâàåò â ñèëó Òåîðåìû 1.2.39 ïî-
ëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ coF . Â ñëó÷àå ïîëóíå-
ïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó
coF äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì è ïðèìåíåíèåì Òåîðå-
ìû 1.2.40.¥

1.3.27. Çàìå÷àíèå. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, ñâîé-
ñòâî çàìêíóòîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ìîæåò òåðÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå
ê âûïóêëîìó çàìûêàíèþ.
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1.3.28. Ïðèìåð. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R→ C(R),

F (x) =
{ {0}, x ≤ 0,
{± 1

x}, x > 0

çàìêíóòî, íî åãî âûïóêëîå çàìûêàíèå coF : R→ Cv(R),

coF (x) =




{0}, x ≤ 0,[
− 1

x , 1
x

]
, x > 0

íå çàìêíóòî.

1.3.3. Òåîðåìà ìàêñèìóìà
Òåîðåìà ìàêñèìóìà, íàçûâàåìàÿ èíîãäà ïðèíöèïîì íåïðåðûâíîñòè
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé â òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå (ñì.
Ãëàâó 4).

1.3.29. Òåîðåìà. Ïóñòü X, Y - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, Φ :
X → K(Y ) - íåïðåðûâíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå, f : X × Y → R -
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ : X → R,

ϕ(x) = max
ỹ∈Φ(x)

f(x, ỹ)

íåïðåðûâíà, à ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (Y )

F (x) = {y|y ∈ Φ(x), f(x, y) = ϕ(x)}
èìååò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

1.3.30. Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèþ ϕ è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ÷àñòî
íàçûâàþò ìàðãèíàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.29 áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèå äâà
óòâåðæäåíèÿ.

1.3.31. Ëåììà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : X → K(Y ) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñíèçó, f : X × Y → R - ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó (â
îäíîçíà÷íîì ñìûñëå) ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ : X → R,

ϕ(x) = sup
ỹ∈Φ(x)

f(x, ỹ)
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ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òî÷êó x ∈ X è äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî
ϕ(x) < +∞. Çàôèêñèðóåì ε > 0; òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ Φ(x) òàêàÿ,
÷òî f(x, y) ≥ ϕ(x) − ε. Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè f
íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè U0(x) òî÷êè x è V (y) òî÷êè y, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ x′ ∈ U0(x), y′ ∈ V (y) èìååì f(x′, y′) > f(x, y)−ε ≥ ϕ(x)−2ε. Â ñè-
ëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Φ íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U1(x) òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî èç x′′ ∈ U1(x) ñëåäóåò Φ(x′′)∩V (y) 6= ∅.
Äàëåå, åñëè x̃ ∈ U(x) = U0(x) ∩ U1(x), òî íàéäåòñÿ ỹ ∈ Φ(x′′) ∩ V (y),
è òîãäà f(x̃, ỹ) > ϕ(x)− 2ε, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x̃) > ϕ(x)− 2ε. Ñëó÷àé
ϕ(x) = +∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.¥

1.3.32. Ëåììà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : X → K(Y ) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, f : X × Y → R - ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó (â
îäíîçíà÷íîì ñìûñëå) ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ : X → R,

ϕ(x) = max
ỹ∈Φ(x)

f(x, ỹ)

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Äëÿ ëþáîé ïàðû x ∈ X, y ∈
Φ(x) íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè Uy(x) è V (y) òàêèå, ÷òî èç x′ ∈ Uy(x), y′ ∈
V (y) ñëåäóåò f(x′, y′) < f(x, y) + ε. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà
Φ(x) íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê y1, ..., yn òàêèõ, ÷òî îêðåñòíîñòè
V (yi), 1 ≤ i ≤ n, ïîêðûâàþò Φ(x). Åñëè òåïåðü U0(x) =

n⋂
i=1

Uyi(x), a

V (Φ(x)) =
n⋃

i=1

V (yi), òî èç x′′ ∈ U0(x), y′′ ∈ V (Φ(x)) ñëåäóåò f(x′′, y′′)

< max
1≤i≤n

f(x, yi)+ε ≤ ϕ(x)+ε. Ïóñòü U1(x) - îêðåñòíîñòü òî÷êè x òàêàÿ,
÷òî Φ(U1(x)) ⊂ V (Φ(x)). Òîãäà èç x̃ ∈ U(x) = U0(x) ∩ U1(x) ñëåäóåò
Φ(x̃) ⊂ V (Φ(x)) è äëÿ ëþáîãî ỹ ∈ Φ(x̃) èìååì f(x̃, ỹ) < ϕ(x) + ε, îò-
êóäà ϕ(x̃) ≤ ϕ(x) + ε.¥

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.29. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìíîæåñòâî
Γ(x) = {y|y ∈ Y, f(x, y) = ϕ(x)}

íåïóñòî. Èç Ëåìì 1.3.31 è 1.3.32 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâ-
íà, íî òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå Γ : X → C(Y ) çàìêíóòî (ñì. Ïðèìåð
1.2.27). Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî F = Φ ∩ Γ, è ïðèìåíèì Òåîðåìó 1.3.3.¥
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1.4. Íåïðåðûâíûå ñå÷åíèÿ è àïïðîêñèìàöèè ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
Ïóñòü X, Y - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, F : X → P (Y ) - íåêîòî-
ðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

1.4.1. Îïðåäåëåíèå. Îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y íà-
çûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F , åñëè

f(x) ∈ F (x)

äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X.

Çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ ñå÷åíèé, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè ñâîé-
ñòâàìè, âåñüìà èíòåðåñíà è íàõîäèò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èçìåðèìûõ
ñå÷åíèé áóäåò çàòðîíóò â Ðàçäåëå 1.5, çäåñü æå ìû ðàññìîòðèì íåïðå-
ðûâíûå ñå÷åíèÿ.

Ïðèâîäèìàÿ íèæå òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîãî ñå÷å-
íèÿ îñíîâàíà íà êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ý. Ìàéêëà [276].

1.4.2. Òåîðåìà. Ïóñòü X - ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî; Y -
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà êàæäîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F : X → Cv(Y ) èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðèáëèæåííîãî ñå÷åíèÿ.

1.4.3. Ëåììà. Ïóñòü X - ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, Y -
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, F : X → Pv(Y ) - ïîëóíåïðåðûâíîå
ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå fε : X → Y òàêîå, ÷òî fε ∈
Uε(F (x)) äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Uy = F−1
− (Bε(y)) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Ýòè

ìíîæåñòâà îòêðûòû â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîòîáðà-
æåíèÿ F . Ñèñòåìà {Uy}y∈Y îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ïàðàêîì-
ïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü {Uyj}j∈J - ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå ýòîãî ïîêðûòèÿ. Ðàññìîòðèì {pyj}j∈J - ðàçáèåíèå åäèíèöû,
ñîîòâåòñòâóþùåå ïîêðûòèþ {Uyj}j∈J . Îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîá-
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ðàæåíèå fε : X → Y ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fε(x) =
∑

j∈J

pyj
(x)yj .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî fε ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.¥

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4.2. Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé {fk}∞k=1,

fk : X → Y,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
1)||fk+1(x)− fk(x)|| < 1

2k−1 ;
2)fk(x) ∈ U 1

2k
(F (x)) äëÿ êàæäîãî x ∈ X.

Ñóùåñòâîâàíèå f1, , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2), ñëåäóåò èç Ëåì-
ìû 1.4.3. Åñëè f1, ..., fk óæå ïîñòðîåíû, òî fk+1 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

Fk+1(x) = F (x) ∩ U2−k(fk(x)) 6= ∅, ∀x ∈ X.

Èç Òåîðåìû 1.3.9 âûòåêàåò, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fk+1 : X →
Pv(Y ) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Òîãäà èç Ëåììû 1.4.3 ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ fk+1 : X → Y òàêîãî, ÷òî

fk+1(x) ∈ U2−k−1(Fk+1(x))

äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Íî òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X

||fk+1(x)− fk(x)|| < 1
2k

+
1

2k+1
<

1
2k−1

òî åñòü óñëîâèå (1) âûïîëíåíî è

fk+1(x) ∈ U2−k−1(F (x)),

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå è óñëîâèÿ (2).
Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk}∞k=1 ðàâíî-

ìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé â ñèëó óñëî-
âèÿ (2) è çàìêíóòîñòè çíà÷åíèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F âûïîëíåíî
f(x) ∈ F (x) äëÿ êàæäîãî x ∈ X, òî åñòü f ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì íåïðå-
ðûâíûì ñå÷åíèåì.¥
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1.4.4. Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ìàéêëà â ïîëíîì îáúåìå ñîäåðæèò òàê-
æå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ T1 -ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâîâàíèå
íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ äëÿ âñÿêîãî ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿ F : X → Cv(Y ), ãäå Y - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, åñòü äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå ïàðàêîìïàêòíîñòè X. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî â [276], [20].

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ïðîäîë-
æåíèå íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ.

1.4.5. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî,
Y - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â X.
Ïóñòü F : X → Cv(Y ) - ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå. Åñëè îòîáðàæåíèå g : A → Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F , ñóæåííîãî íà A, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå f : X → Y òàêîå, ÷òî:
1) f � íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå F ;
2) f(x) = g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ : X → Cv(Y ),

F̃ (x) =
{

g(x), x ∈ A,
F (x), x 6∈ A

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ïðîâåðüòå!), ÷òî ýòî ìóëüòèîòîáðàæåíèå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó è äëÿ íåãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåî-
ðåìû 1.4.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ èìååò íåïðåðûâíîå
ñå÷åíèå f , êîòîðîå è áóäåò èñêîìûì.¥

Ãðàíèöû, óñòàíîâëåííûå óñëîâèÿìè Òåîðåìû 1.4.2, äîñòàòî÷íî æå-
ñòêè è ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿ ìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî âàæ-
íîñòü òðåáîâàíèÿ ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà Y è çàìêíóòîñòè çíà÷åíèé
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F â óñëîâèÿõ óêàçàííîé òåîðåìû. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîíòðïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [276].

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò âàæíîñòü óñëîâèÿ âûïóêëîñòè
çíà÷åíèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F . Ìóëüòèîòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìû
ïîñòðîèì, áóäåò íå òîëüêî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, íî è íåïðåðûâ-
íûì, îäíàêî îíî íå áóäåò äîïóñêàòü íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ, ïîñêîëüêó
åãî çíà÷åíèÿ áóäóò íåâûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè.

57



1.4.6. Ïðèìåð. Ïóñòü B1(0) ⊂ R2 çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð íà
ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â íóëå, S - åãî ãðàíèöà. Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèå F : B1(0) → K(B1(0)), îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) =
{

S\B||x||( x
||x|| ), x 6= 0,

S, x = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî. Ïðåäïîëî-
æèì òåïåðü, ÷òî îíî äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå f : B1(0) →
B1(0).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Áðàóýðà (ñì. Ãëàâó 0) îòîáðàæåíèå f èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ B1(0) òàêàÿ, ÷òî x0 =
f(x0).

Íî òîãäà x0 ∈ F (x0), ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïîñòðîåíèþ F .

Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé ìîæåò áûòü
äîêàçàíî è äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ íåâûïóêëû-
ìè çíà÷åíèÿìè. Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü I = [a, b] - íåêî-
òîðûé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñíàáæåííûé ìåðîé Ëåáåãà; E - áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñèìâîë L1(I; E) îáîçíà÷àåò áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) ñóììèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ôóíêöèé
ϕ : I → E ñ íîðìîé

‖ ϕ ‖=
∫

I

‖ ϕ(s) ‖E ds.

Äëÿ èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà m ⊂ I, ïóñòü κm : I → [0, 1] îáîçíà÷à-
åò åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

κm(t) =
{

1, t ∈ m,
0, t /∈ m.

1.4.7. Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî M ⊂ L1(I; E) íàçûâàåòñÿ ðàçëî-
æèìûì (èëè âûïóêëûì ïî ïåðåêëþ÷åíèþ), åñëè äëÿ ëþáûõ ϕ,ψ ∈ M
è ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà m ⊂ I ôóíêöèÿ

κm · ϕ + κI\m · ψ

ïðèíàäëåæèò M.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ðàçëîæèìûõ ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà L1(I; E) îáîçíà÷èì D(L1(I; E)).
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Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ìàéêëà (ñì.[202], [165]).

1.4.8. Òåîðåìà. Ïóñòü X - ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðà-
íñòâî. Òîãäà êàæäîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : X → D(L1(I;E))

èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî â [191],
[232].

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì íåñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé.
Åùå îäèí, ñîâñåì ïðîñòîé ïðèìåð, îñîáåííî èíòåðåñåí äëÿ íàñ. Îí
ïîêàçûâàåò, ÷òî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî
ñå÷åíèÿ äàæå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ âûïóêëûìè êîìïàêò-
íûìè çíà÷åíèÿìè, åñëè ìû âûõîäèì èç êëàññà ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíè-
çó ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

1.4.9. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F : [0, 1] → Kv([0, 1])

F (x) =




{0}, 0 ≤ x ≤ 1

2 ,
[0,1], x = 1

2 ,
{1}, 1

2 < x ≤ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (è çàìêíó-
òî) è íå ìîæåò èìåòü íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî êëàññ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, äîïóñêà-
þùèõ îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå ñå÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî óçîê: â ÷àñòíî-
ñòè, â íåãî íå âõîäÿò ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ,
î÷åíü âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé. Îäíàêî âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ïî-
ëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ îäíî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò. Äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà
òàêèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû îäíîçíà÷íûå íåïðå-
ðûâíûå àïïðîêñèìàöèè.

Ïóñòü (X, %X), (Y, %Y ) - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

1.4.10. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F : X → P (Y ) - íåêîòîðîå ìóëüòè-
îòîáðàæåíèå. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fε : X → Y , ãäå ε > 0, íàçû-
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âàåòñÿ ε-àïïðîêñèìàöèåé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F , åñëè äëÿ êàæäîãî
x ∈ X íàéäåòñÿ x′ ∈ X òàêîå, ÷òî %X(x, x′) < ε è

fε(x) ∈ Uε(F (x′)).

ßñíî, ÷òî ýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü ðàâíîñèëüíî âûðàæåíî óñëî-
âèåì

fε(x) ∈ Uε(F (Bε(x))

äëÿ âñåõ x ∈ X.
Åñëè ââåñòè ìåòðèêó % â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ

X × Y ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

%((x, y), (x′, y′)) = max{%X(x, x′), %Y (y, y′)},

òî ìû ïîëó÷àåì åùå îäíó ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ:
ãðàôèê Γfε ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè ãðàôèêà ΓF .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ε-àïïðî-
êñèìàöèè.

1.4.11. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y -
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ âñÿêîãî ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : X → Cv(Y ) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fε : X → Y òàêîå, ÷òî:
(i) äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàéäåòñÿ x′ ∈ X òàêîå, ÷òî %(x, x′) < ε è

fε(x) ∪ F (x) ⊂ Uε(F (x′));

(ii) fε(X) ⊂ coF (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ε > 0. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàé-
äåòñÿ δ(x) ∈ (0, ε) òàêîâî, ÷òî F (Bδ(x)(x)) ⊂ Uε(F (x)). Äëÿ η(x) =
1
4δ(x) ðàññìîòðèì ïîêðûòèå {Bη(x)(x)}x∈X ïðîñòðàíñòâà X è âïè-
øåì â íåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîêðûòèå {Vj}j∈J . Ïóñòü {pj}j∈J -
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå åäèíèöû.

Âûáèðàÿ äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j ∈ J ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó yj ∈
F (Vj), îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå fε : X → Y ðàâåíñòâîì

fε(x) =
∑

j∈J

pj(x)yj .

Îòîáðàæåíèå fε ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ X
ïðèíàäëåæèò âñåì ÷ëåíàì ñåìåéñòâà {Vj}n

j=1 èç ïîêðûòèÿ {Vj}j∈J .
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Êàæäîå Vj , j = 1, ..., n âïèñàíî â íåêîòîðûé øàð Bη(xj)(xj), ïîýòîìó
x ∈

n⋂
j=1

Bη(xj)(xj). Ïóñòü k, 1 ≤ k ≤ n, òàêîâî, ÷òî ηk = max
1≤j≤n

η(xj).

Âîçüìåì x′ = xk, òîãäà xj ∈ Bηk
(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, xj ∈ B2ηk

(x′)
äëÿ âñåõ j = 1, ..., n. Òîãäà Bη(xj)(xj) ⊂ B4ηk

(x′), j = 1, ..., n. Íî òîãäà
ìû ïîëó÷àåì

yj ∈ F (Vj) ⊂ F (Bη(xj)(xj)) ⊂ F (B4ηk
(x′)) ⊂ Uε(F (x′))

äëÿ âñåõ j = 1, ..., n, à òàê êàê ìíîæåñòâî Uε(F (x′)) âûïóêëî, òî
fε(x) ∈ Uε(F (x′)). Ïîñêîëüêó x ∈ Vj ,j = 1, ..., n, ìû ïîëó÷àåì òàê-
æå, ÷òî F (x) ⊂ Uε(F (x′)). ¥

1.4.12. Îïðåäåëåíèå. Îäíîçíà÷íóþ ε-àïïðîêñèìàöèþ, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ òðåáîâàíèþ (ii) Òåîðåìû 1.4.11, áóäåì íàçûâàòü ðåãó-
ëÿðíîé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóæåíèå ε-àïïðîêñèìàöèè ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ F íà ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ε-àïïðîêñèìàöèåé ñóæåíèÿ F íà ýòî æå ïîäìíîæåñòâî. Ñïðàâåäëèâî,
îäíàêî, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.4.13. Ëåììà. Ïóñòü X, Y - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; F :
X → P (Y ) - ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèå; X1 ⊂ X
� êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
δ > 0 òàêîå, ÷òî, åñëè f : X → Y � δ′-àïïðîêñèìàöèÿ F, 0 < δ′ ≤ δ,
òî f |X1 åñòü ε-àïïðîêñèìàöèÿ F |X1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî íàéäåòñÿ òàêîå
÷èñëî ε0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn-àïïðîêñèìàöèé fδn : X → Y,
(δn → 0) ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ⊂
X1 òàêèõ, ÷òî

(xn, fδn(xn)) /∈ Uε0(ΓF |X1
), n = 1, 2, ...

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà X1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç óùåðáà
äëÿ îáùíîñòè, ÷òî xn → x0 ∈ X1. Ïóñòü η, 0 < η ≤ 2ε0 òàêîâî, ÷òî
F (Bη(x0)) ⊂ Uε0/2(F (x0)).

Íàéäåì òàêîé íîìåð N0, ÷òî δn < min{ε0/2, η/2} è %(xn, x0) < η/2
äëÿ âñåõ n ≥ N0. Íî òîãäà äëÿ òåõ æå n âûïîëíåíî

fδn(xn) ∈ Uδn(F (Bδn(xn))) ⊂ Uδn(F (Bη(x0))) ⊂
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⊂ Uδn
(Uε0/2(F (x0))) ⊂ Uε0(F (x0)).

Ïîñêîëüêó òàêæå %(xn, x0) < ε0, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåä-
ïîëîæåíèåì. ¥

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî Òåîðåìà 1.4.11 òàêæå èìååò "ðàçëî-
æèìûé" àíàëîã. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå (ñì. [165]).

1.4.14. Òåîðåìà. Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F : X → D(L1(I;E)) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìóëüòèîòîáðàæåíèå F îáëàäàåò ε-àïïðîêñèìà-
öèåé fε : X → L1(I; E) òàêîé, ÷òî fε(X) ⊂ decF (X), ãäå decF (X)
îáîçíà÷àåò ðàçëîæèìóþ îáîëî÷êó F (X), òî åñòü íàèìåíüøåå ðàç-
ëîæèìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå F (X).

Î ñóùåñòâîâàíèè îäíîçíà÷íûõ ε-àïïðîêñèìàöèé äëÿ äðóãèõ êëàñ-
ñîâ íåâûïóêëî-çíà÷íûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñì. ðàçäåë "Áèáëèîãðà-
ôè÷åñêèå óêàçàíèÿ è äîïîëíåíèÿ".

1.5. Èçìåðèìûå ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè è ìóëüòè-
îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè
1.5.1. Èçìåðèìûå ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè è ìíîãîçíà÷íûé
èíòåãðàë

Ïîíÿòèå èçìåðèìîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè (ìóëüòèôóíêöèè) ÿâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ èçìåðèìîé ôó-
íêöèè. Îíî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëî-
æåíèÿõ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è òåîðèè îïòèìèçàöèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðè-
âàåìûå íèæå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â âèäå, óäîáíîì
äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðèìåíåíèé, è ìû íå ñòðåìèìñÿ ê èõ ìàêñèìàëü-
íîé îáùíîñòè.

Ïóñòü I ⊂ R - êîìïàêòíûé èíòåðâàë, ñíàáæåííûé ìåðîé Ëåáåãà µ
è E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

1.5.1. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèôóíêöèÿ F : I → K(E) íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ E ìíîæåñòâî
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F 1
+(V ) èçìåðèìî.

ßñíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå èçìåðèìîñòè ïîëíî-
ãî ïðîîáðàçà F−1

− (W ) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà W ⊂ E.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò åùå äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ
èçìåðèìîñòè.

1.5.2. Ëåììà. Ìóëüòèôóíêöèÿ F : I → K(E) èçìåðèìà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: à)
äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà W ⊂ E ìàëûé ïðîîáðàç F−1

+ (V )
èçìåðèì; á) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ E ïîëíûé ïðî-
îáðàç F−1

− (V ) èçìåðèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìóëüòèôóíêöèÿ F èçìåðèìà, W ⊂ E
- çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Èç Ëåììû 1.2.3(ä) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}∞n=1, εn > 0, εn → 0,

F−1
+ (W ) =

∞⋂
n=1

F−1
+ (Uεn(W )),

ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî F−1
+ (W ) èçìåðèìî.

2) Îáðàòíî, åñëè F−1
+ (W ) - èçìåðèìîå ìíîæåñòâî äëÿ âñÿêîãî çà-

ìêíóòîãî W ⊂ E òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ E ìíîæå-
ñòâî F−1

− (V ) èçìåðèìî. Ïóñòü W ⊂ E - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè êîìïàêòíîñòè çíà÷åíèé F äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}∞n=1, εn > 0, εn → 0, âûïîëíåíî

F−1
− (W ) =

∞⋂
n=1

F−1
− (Uεn(W )),

ñëåäîâàòåëüíî, F−1
− (W ) èçìåðèìî.¥

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà E ìîæíî
ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ èçìåðèìîñòè ìóëüòèôóíêöèè,
åñëè òðåáîâàòü èçìåðèìîñòü ëèøü ìàëûõ (èëè ïîëíûõ) ïðîîáðàçîâ
îòêðûòûõ (èëè çàìêíóòûõ) øàðîâ ïðîñòðàíñòâà E ðàöèîíàëüíîãî
ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà. Äî-
êàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå òîò ôàêò, ÷òî òàêèå îòêðûòûå øàðû îá-
ðàçóþò áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà E, íåñëîæíî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Èç Îïðåäåëåíèÿ 1.5.1 è Ëåììû 1.5.2 âûòåêàåò, ÷òî ïîëóíåïðåðûâ-
íàÿ ñâåðõó èëè ñíèçó ìóëüòèôóíêöèÿ F : I → K(E) ÿâëÿåòñÿ èçìå-
ðèìîé.

Äëÿ îïèñàíèÿ äàëüíåéøèõ ñâîéñòâ èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé
íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

1.5.3. Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : I → E íàçûâàåòñÿ èçìåðè-
ìûì ñå÷åíèåì ìóëüòèôóíêöèè F : I → K(E), åñëè îòîáðàæåíèå f
èçìåðèìî è

f(t) ∈ F (t)

äëÿ µ - ï.â. t ∈ I.

Ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ñå÷åíèé F îáîçíà÷èì SF .

1.5.4. Îïðåäåëåíèå. Ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî {fn}∞n=1 ⊂ SF íàçûâà-
åòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Êàñòåíà äëÿ F, åñëè

∞⋃
n=1

f(t) = F (t)

äëÿ µ - ï.â. t ∈ I.

Ìóëüòèôóíêöèþ F : I → K(E) íàçûâàþò ñòóïåí÷àòîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ðàçáèåíèå I íà êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìå-
ðèìûõ ïîäìíîæåñòâ {Ij},

⋃
j Ij = I òàêîå, ÷òî F ïîñòîÿííî íà êàæäîì

Ij .

1.5.5. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèôóíêöèÿ F : I → K(E) íàçûâàåò-
ñÿ ñèëüíî èçìåðèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn}∞n=1

ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî

h(Fn(t), F (t)) → 0

ïðè n → ∞ äëÿ µ-ï.â. t ∈ I, ãäå h - ìåòðèêà Õàóñäîðôà â K(E) (ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.2.42).

Èçâåñòíî, ÷òî ïîíÿòèå ñèëüíî èçìåðèìîé ôóíêöèè (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñèëüíî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îò-
ìåòèì, ÷òî èçìåðèìàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñèëüíî èçìåðèìîé (ñì., íàïðèìåð, [191]). Íî äëÿ ìóëüòèôóíêöèé ñî
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çíà÷åíèÿìè â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòè ïîíÿòèÿ
ñîâïàäàþò. Ýòî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, îïèñû-
âàþùåãî îñíîâíûå ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé.

1.5.6. Òåîðåìà. Ïóñòü E - ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Äëÿ ìóëüòèôóíêöèè F : I → K(E) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(a) F èçìåðèìà;

(á) äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà {xn}∞n=1 ïðî-
ñòðàíñòâà E ôóíêöèè {ϕn}∞n=1, ϕn : I → R

ϕn(t) = %(xn, F (t)),

èçìåðèìû (% - ìåòðèêà â E, ïîðîæäåííàÿ íîðìîé);

(â) F îáëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì Êàñòåíà;

(ã) F ñèëüíî èçìåðèìà;

(ä) F èçìåðèìà êàê îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ èç I â ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (K(E), h);

(å) F îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ëóçèíà: äëÿ êàæäîãî δ > 0 ñóùåñòâó-
åò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Iδ ⊂ I òàêîå, ÷òî µ(I\Iδ) ≤ δ è ñó-
æåíèå F íà Iδ íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) (a)<=>(á). Çàìåòèì, ÷òî íàáîð øàðîâ
Br(xn) ðàöèîíàëüíîãî ðàäèóñà r îáðàçóåò ñ÷åòíóþ áàçó òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà E. Òîãäà óñëîâèå (à) ýêâèâàëåíòíî èçìåðèìîñòè ïðîîá-
ðàçà F−1

− (Br(xn)) êàæäîãî òàêîãî øàðà. Íî ýòîò ïðîîáðàç ñîâïàäàåò
ñ ëåáåãîâûì ìíîæåñòâîì

∆xn(r) = {t|t ∈ I, ϕn(t) < r}.

2) (á)=>(â). Ïóñòü Q = {xn}∞n=1 - êàêîå-ëèáî ñ÷åòíîå âñþäó ïëîò-
íîå ïîäìíîæåñòâî E. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{ψk}∞k=1, ψk : I → E ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî èíäóêòèâíîãî ïðîöåññà.
Ïîëîæèì

ψ1(t) = xi,
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åñëè ïðè äàííîì t ∈ I, i - íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî

ϕi(t) = %(xi, F (t)) ≤ 1
2
.

Åñëè ψk óæå ïîñòðîåíî, òî ψk+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ψk+1(t) = xi,

åñëè ïðè äàííîì t, i - íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî

ϕi(t) ≤ 1
2k+1

,

è
%(ψk(t), xi) ≤ 1

2k−1
.

Ôóíêöèè ψk èçìåðèìû. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè
ïðèíèìàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé , à ëåáåãîâû
ìíîæåñòâà ôóíêöèé ϕi,

∆̄i(α) = {t|t ∈ I, ϕi(t) ≤ α}
èçìåðèìû. Òîãäà ôóíêöèÿ ψ1 èçìåðèìà, òàê êàê

{t|t ∈ I, ψ1(t) = xi} = ∆̄i(
1
2
)\

⋃

p<i

∆̄p(
1
2
))

èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Äàëåå ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ψk, k ≥ 1 èçìåðèìà,
èç ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì èçìåðèìîñòü ψk+1 :

{t|t ∈ I, ψk+1(t) = ri} = {∆̄i(
1

2k+1
) ∩ [t|t ∈ I, %(ψk(t), xi) ≤ 1

2k−1
]}\

\{
⋃

p<i

[∆̄p(
1

2k+1
) ∩ [t|t ∈ I, %(ψk(t), xp) ≤ 1

2k−1
]]}

Äëÿ ëþáîãî t ∈ I èìååì

%(ψk(t), ψk+1(t)) ≤ 1
2k−1

,

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψk}∞k=1 ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîé èçìåðèìîé ôóíêöèè ψQ : I → E.

Èç ñîîòíîøåíèé
%(ψk(t), F (t)) ≤ 1

2k+1

66



âûòåêàåò, ÷òî ψQ ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ñå÷åíèåì F .
Èòàê, êàæäîìó ñ÷åòíîìó âñþäó ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó Q ⊂ E,

ìîæíî ñîïîñòàâèòü èçìåðèìîå ñå÷åíèå ψQ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ
íåêîòîðûõ t ∈ I è x ∈ F (t) âûïîëíåíî

%(x, x1) ≤ 1
2k

,

òî ψk(t) = x1 è
%(x, ψQ(t)) ≤ 1

2k−2
+

1
2k

.

Ïóñòü òåïåðü {Qm}∞m=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíûõ âñþäó ïëîò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ E, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åñ-
ëè Q0 = {x1, ..., xi, ...} òî Qm = {xm1 , ..., xml

, ...}, ãäå xmr = xm+r.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fm}∞m=1,

fm = ψQm

îáðàçóåò èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå Êàñòåíà äëÿ F.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàäàíû t ∈ I, x ∈ F (t) è öåëîå k > 0, òî

ìîæíî íàéòè òàêîé íîìåð m, ÷òî

%(xm1 , x) ≤ 1
2k

è ñëåäîâàòåëüíî
%(x, ψQm(t)) ≤ 1

2k−2
+

1
2k

.

3) (â)=>(á). Ïóñòü x ∈ E - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà è {fn}∞n=1 - ïðåä-
ñòàâëåíèå Êàñòåíà äëÿ F. Òîãäà

ϕx(t) = %(x, F (t)) = inf
n
‖ x− fn(t) ‖,

ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕx èçìåðèìà.

4) (ã)<=>(ä)<=>(å). Èçâåñòíî, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(K(E), h) ñåïàðàáåëüíî (ñì., íàïðèìåð, [119]). Òîãäà óêàçàííûå ðàâ-
íîñèëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ äëÿ
îäíîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [128], Òåîðåìà 232

è Ñëåäñòâèå Òåîðåìû 33 ãë.4).
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5) (å) => (à). Ïóñòü W ⊂ E - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî δ > 0 âîçüìåì çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Iδ ⊂ I òàêîå, ÷òî
µ(I \ Iδ) ≤ δ è ñóæåíèå F íà Iδ íåïðåðûâíî. Òîãäà ïîëíûé ïðîîáðàç
F−1
− (W ) ñîñòîèò èç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F−1

− (W )∩ Iδ è ìíîæåñòâà
F−1
− (W ) ∩ (I \ Iδ), âíåøíÿÿ ìåðà êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò δ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ìíîæåñòâî F−1
− (W ) èçìåðèìî.

6) (â) => (ä). Ïóñòü M ∈ K(E) è {fn}∞n=1 - ïðåäñòàâëåíèå Êàñòåíà
äëÿ F. Òîãäà

h(M, F (t)) = max{sup
n

%(fn(t),M), sup
x∈M

inf
n
‖x− fn(t)‖},

è òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ t → h(M, F (t)), t ∈ I èçìåðèìà.¥

1.5.7. Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè ìîæåò
áûòü ââåäåíî è äëÿ çàìêíóòî-çíà÷íûõ ìóëüòèôóíêöèé F : I → C(E).
Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.5.6 ÿñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (à),
(á) è (â) òàêæå ðàâíîñèëüíû (ñì. [173]).

1.5.8. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü E - ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî.
(à) Ïóñòü {Fj}j∈J - íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ
ìóëüòèôóíêöèé Fj : I → K(E) òàêîå, ÷òî

⋂
j∈J

Fj(t) 6= ∅ äëÿ êàæ-

äîãî t ∈ I, òîãäà ïåðåñå÷åíèå
⋂

j∈J

Fj(t) : I → K(E) - èçìåðèìàÿ

ìóëüòèôóíêöèÿ;

(á) Åñëè ìóëüòèôóíêöèè F0, F1 : I → K(E) èçìåðèìû, òî èõ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå F0 × F1 : I → K(E × E) è ñóììà F0 + F1 :
I → K(E) - èçìåðèìûå ìóëüòèôóíêöèè;

(â) Åñëè ìóëüòèôóíêöèÿ F : I → K(E) èçìåðèìà, à f : I → R -
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðîèçâåäåíèå f · F : I → K(E) - èçìåðèìàÿ
ìóëüòèôóíêöèÿ;

(ã) Åñëè ìóëüòèôóíêöèÿ F : I → K(E) èçìåðèìà, òî åå âûïóê-
ëîå çàìûêàíèå coF : I → Kv(E) - èçìåðèìàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ýòè ñâîéñòâà âûâîäÿòñÿ èç ñâîéñòâà Ëóçè-
íà äëÿ èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé (Òåîðåìà 1.5.6(å)) è óòâåðæäåíèé
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o íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé íàä ìóëüòèîòîáðàæåíè-
ÿìè (ñì. Ðàçäåë 1.3). ¥

1.5.9. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü E - ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Åñëè ìóëüòèôóíêöèè F0, F1 : I → K(E) èçìåðèìû, òî ôóíê-
öèÿ îòêëîíåíèÿ %∗ : I → R+,

%∗(t) = %∗(F0(t), F1(t))

è ôóíêöèÿ Õàóñäîðôà h : I → R+,

h(t) = h(F0(t), F1(t))

èçìåðèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçìåðèìîñòü ôóíêöèè %∗ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

%∗(t) = sup
n

[%(xn, F1(t))− %(xn, F0(t))],

ãäå {xn}∞n=1 - ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî E, è èç Òåîðåìû 1.5.6
(á). Èçìåðèìîñòü æå ôóíêöèè h âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

h(t) = h(F0(t), F1(t)) = max{%∗(F0(t), F1(t)), %∗(F1(t), F0(t))}.
¥

1.5.10. Ëåììà. Ïóñòü E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ñåìåé-
ñòâî èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé {Fj}j∈J , Fj : I → K(E) íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ Φ : I → K(E),
÷òî ⋃

j∈J

Fj(t) ⊂ Φ(t)

äëÿ âñåõ t ∈ I, òî ìóëüòèôóíêöèÿ
⋃

j∈J

Fj : I → K(E),

⋃

j∈J

Fj(t) =
⋃

j∈J

Fj(t)

èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V ⊂ E - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òîãäà

(
⋃

j∈J

Fj)−1
− (V ) = (

⋃

j∈J

Fj)−1
− (V ) =

⋃

j∈J

[(Fj)−1
− (V )]
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- èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, è îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 1.5.2 (á).
¥

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì (íåñåïàðàáåëüíîì) ïðî-
ñòðàíñòâå E èçìåðèìàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ ìîæåò íå áûòü ñèëüíî èçìå-
ðèìîé. Â òî æå âðåìÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.5.11. Òåîðåìà. Ïóñòü E áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; F : I →
K(E) - ñèëüíî èçìåðèìàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ. Òîãäà F èçìåðèìà è îá-
ëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì Êàñòåíà, ñîñòîÿùèì èç ñèëüíî èçìåðèìûõ
ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Fn}∞n=1 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷à-
òûõ ìóëüòèôóíêöèé, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìóëüòèôóíêöèþ F. Òîãäà
äëÿ µ-ï.â. t ∈ I ìíîæåñòâà F (t) ñîäåðæàòñÿ â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõî-
âîì ïðîñòðàíñòâå

E′ = sp

∞⋃
n=1

Fn(I),

ãäå sp îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè, è ìû ìîæåì ïðè-
ìåíèòü Òåîðåìó 1.5.6.¥

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîíÿòèå ìíîãîçíà÷íîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü E -
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è F : I → P (E) - íåêîòîðàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ.

Ñèìâîëîì S1
F ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóå-

ìûõ ïî Áîõíåðó ñå÷åíèé ìóëüòèôóíêöèè F, ò.å.

S1
F = {f | f ∈ L1(I; E), f(t) ∈ F (t) äëÿ µ− ï.â. t ∈ I}.

Åñëè S1
F 6= ∅, òî ìóëüòèôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé è

∫

T
F (s)ds : = {

∫

T
f(s)ds | f ∈ S1

F }

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà T ⊂ I. ßñíî, ÷òî åñëè ìóëüòè-
ôóíêöèÿ F : I → K(E) ñèëüíî èçìåðèìà è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà,
òî åñòü ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ν ∈ L1

+(I) òàêàÿ, ÷òî

‖F (t)‖ : = max{‖y‖ | y ∈ F (t)} ≤ ν(t)

äëÿ µ-ï.â. t ∈ I, òî F èíòåãðèðóåìà.
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Ìíîãîçíà÷íûé èíòåãðàë îáëàäàåò ìíîãèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Îòìåòèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì âûïóê-
ëîñòè.

1.5.12. Òåîðåìà. Ïóñòü E - ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî; F : I → K(E) - èçìåðèìàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ.
Òîãäà

à)
∫

I
coF (s)ds = co

∫
I
F (s)ds;

á) ìíîæåñòâî
∫

I
F (s)ds âûïóêëî; áîëåå òîãî, åñëè ïðîñòðàíñòâî

E êîíå÷íîìåðíî, òî âûïóêë è ñàì èíòåãðàë
∫

I
F (s)ds;

â) åñëè F èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà, òî
∫

I

coF (s)ds =
∫

I

F (s)ds;

ã) åñëè E ðåôëåêñèâíî, F èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà è èìååò âû-
ïóêëûå çíà÷åíèÿ, òî èíòåãðàë

∫
I
F (s)ds çàìêíóò.

ä) åñëè F ïîñòîÿííà: F (t) ≡ A ∈ Kv(E), òî
∫

I

F (s)ds = Aµ(I).

Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ (à)-(ã) ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â [141],
[232]. Ñâîéñòâî (ä) âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ Aµ(I) ⊂∫

I
F (s)ds è òîãî ôàêòà, ÷òî, â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A, èí-

òåãðàëüíûå ñóììû, îïðåäåëÿþùèå èíòåãðàë 1
µ(I)

∫
I
f(s)ds äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ f ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F, ñîäåðæàòñÿ â
A.

1.5.2. Óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè è ëåììà Ôèëèïïîâà

Ïóñòü E0, E - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; êàê è ïðåæäå, I îáîçíà÷àåò
êîìïàêòíûé èíòåðâàë, ñíàáæåííûé ìåðîé Ëåáåãà µ.

1.5.13. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E)
óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì [íèæíèì] óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, åñëè:

71



à) äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ x ∈ E0 ìóëüòèôóíêöèÿ

F (·, x) : I → K(E)

èçìåðèìà;

á) ïî÷òè äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ t ∈ I ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F (t, ·) : E0 → K(E)

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó [ñîîòâåòñòâåííî, ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó].

Åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò è âåðõíèì è íèæíèì
óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, òî îíî íàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì óñëî-
âèÿì Êàðàòåîäîðè.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êà-
ðàòåîäîðè, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíî óñëîâèå (à) Îïðåäåëåíèÿ 1.5.13
è óñëîâèå

á′) ïî÷òè äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ t ∈ I ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F (t, ·) : E0 → K(E)

íåïðåðûâíî.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî, åñëè ïðîñòðàíñòâà E0, E ñåïàðàáåëü-
íû, òî èç Òåîðåìû 1.2.44 è Òåîðåìû 1.5.6 (ä) âûòåêàåò, ÷òî ìóëüòè-
îòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Êàðà-
òåîäîðè, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â ñå-
ïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (K(E), h), óäîâëåòâîðÿþùåå
"îäíîçíà÷íûì" óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Ïîýòîìó ê F ìîæíî ïðèìå-
íèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (ñì.,
íàïðèìåð, [232], Òåîðåìà 7.11) è âûâåñòè èç íåãî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
Ñêîðöà�Äðàãîíè, ïðåäñòàâëÿþùåå ïàðàìåòðè÷åñêóþ âåðñèþ ñâîéñòâà
Ëóçèíà.

1.5.14. Òåîðåìà Ïóñòü E0, E - ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò
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çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Iδ ⊂ I, òàêîå, ÷òî µ(I \ Iδ) ≤ δ, è ñóæå-
íèå F íà Iδ × E0 íåïðåðûâíî.

Ïðèâåäåì âñå æå "íåçàâèñèìîå" äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà
äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ E0 = Rm è E = Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
è ðàññìîòðèì êóá KN ⊂ Rm:

KN = {x|x = (x1, ..., xm) ∈ Rm, |xr| ≤ N, 1 ≤ r ≤ m}.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî p, ðàçäåëèâ ðåáðà êóáà KN íà 2p ðàâ-
íûõ ÷àñòåé, ðàçîáüåì KN íà 2mp êóáîâ Kpq, 1 ≤ q ≤ 2mp.

Ïóñòü h - ìåòðèêà Õàóñäîðôà íà ìíîæåñòâå K(Rn); äëÿ êàæäîãî
Kpq ðàññìîòðèì ôóíêöèþ æpq : I → R,

æpq(t) = sup
x,y∈Kpq

h(F (t, x); F (t, y)).

Åñëè Q - ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî KN , òî èç íåïðå-
ðûâíîñòè F ïî x , à ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðåðûâíîñòè â ìåòðèêå Õàóñ-
äîðôà (Òåîðåìà 1.2.44) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ I ñëåäóåò, ÷òî

æpq(t) = sup
x,y∈Kpq∩Q

h(F (t, x); F (t, y))

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ ∆. Íî òîãäà èç Cëåäñòâèÿ 1.5.9 âûòåêàåò, ÷òî
ôóíêöèè æpq èçìåðèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè æp : I → R, p =
1, 2, ...

æp(t) = max
q

æpq(t),

òàêæå èçìåðèìû. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè â ìåòðèêå Õàóñ-
äîðôà ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F íà êîìïàêòå KN ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ I
ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xp} ñõîäèòñÿ ê 0 ïî÷òè âñþäó íà I.

Äëÿ çàäàííîãî δ > 0 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δi}∞i=1,

δi =
δ

2N+i+1
.

Îáîçíà÷èì xpq öåíòð êóáà Kpq. Ìóëüòèôóíêöèè F (·, x1q) : I →
K(Rn), 1 ≤ q ≤ 2m, èçìåðèìû, ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó ñâîéñòâà Ëóçèíà
íàéäåòñÿ êîìïàêò I1 ⊂ I òàêîé, ÷òî µ(I \ I1) ≤ δ1 è ñóæåíèÿ ìóëü-
òèôóíêöèé F (·, x1q), 1 ≤ q ≤ 2m íà I1 íåïðåðûâíû. Çàòåì íàéäåì
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êîìïàêò I2 ⊂ I1 òàêîé, ÷òî µ(I \ I2) ≤ δ1 + δ2 è ñóæåíèÿ ìóëüòèôóíê-
öèé F (·, xpq), p = 1, 2; 1 ≤ q ≤ 2mp íà I2 íåïðåðûâíû. Ïðîäîëæàÿ
ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñòðîèì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ij}∞j=1

êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ I òàêóþ, ÷òî µ(I \ Ij) ≤
j∑

i=1

δi è ñóæåíèÿ
ìóëüòèôóíêöèé F (·, xpq) : I → K(Rn) ïðè 1 ≤ p ≤ j, 1 ≤ q ≤ 2mp íà
Ij íåïðåðûâíû.

Åñëè òåïåðü I ′ =
∞⋂

j=1

Ij , òî

µ(I \ I ′) ≤
∞∑

i=1

δi =
δ

2N+1
,

è ñóæåíèå êàæäîé ìóëüòèôóíêöèè F (·, xpq) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì
p è 1 ≤ q ≤ 2mp íà I ′ íåïðåðûâíî.

Â ñèëó òåîðåìû Åãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [86]) ìû ìîæåì íàéòè
òåïåðü êîìïàêò IN ⊂ I ′ òàêîé, ÷òî µ(I ′ \ IN ) ≤ δ

2N+1 (ñëåäîâàòåëüíî,
µ(I\IN ) ≤ δ

2N ) è ñõîäèìîñòü ôóíêöèé æp ê íóëþ ðàâíîìåðíà íà IN .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûå (t0, x0) ∈ IN × KN è ε > 0.

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè æp ê íóëþ íà IN ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð p0, ÷òî xp0(t) ≤ ε äëÿ âñåõ t ∈ IN . Îáîçíà÷èì C(x0)
îáúåäèíåíèå âñåõ êóáîâ Kp0q, 1 ≤ q ≤ 2mp0 , ñîäåðæàùèõ òî÷êè x
òàêèå, ÷òî ‖x − x0‖ ≤ N

2p0+1 è ïóñòü D(x0) - ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ
xp0q òàêèõ êóáîâ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáûå äâà êóáà èç C(x0) èìåþò îáùóþ òî÷-
êó. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ t ∈ IN è x, y ∈ C(x0) ïîëó÷àåì

h(F (t, x), F (t, y)) ≤ 2æp0(t) ≤ 2ε.

Îòñþäà
h(F (t, x), F (t,D(x0)) ≤ 2ε

äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ IN × C(x0). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âñåõ ìóëüòè-
ôóíêöèé F (·, xpq) íà IN è êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà D(x0) ìîæíî óêà-
çàòü òàêîå ÷èñëî η > 0, ÷òî t ∈ IN , |t− t0| ≤ η âëå÷åò

h(F (t0, D(x0)), F (t,D(x0))) ≤ ε.

Íî òîãäà, åñëè (t, x) ∈ IN ×KN , |t− t0| ≤ η è ‖x− x0‖ ≤ N
2p0+1 , òî

h(F (t, x), F (t0, x0)) ≤ h(F (t, x), F (t,D(x0)))+

+h(F (t, D(x0)), F (t0, D(x0))) + h(F (t0, D(x0)), F (t0, x0)) ≤ 5ε
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî íà IN ×KN . Åñ-
ëè òåïåðü ïîëîæèòü

Iδ =
∞⋂

N=1

IN ,

òî µ(I \ Iδ) ≤ δ, è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî íà Iδ × Rm. ¥

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî Ñêîðöà-Äðàãîíè, ìû ìû ìîæåì äîêàçàòü òå-
ïåðü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âåñüìà âàæ-
íîãî â òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðåçóëüòàòà, óñòàíîâëåííîãî â åãî
ïåðâîíà÷àëüíîì âèäå À.Ô.Ôèëèïïîâûì [121]. Â ñîâðåìåííîé ëèòå-
ðàòóðå ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê "Ëåììà Ôèëèïïîâà î íåÿâíîé
ôóíêöèè".

1.5.15. Òåîðåìà. Ïóñòü E0, E - ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Ïóñòü U : I → K(E0) - èçìåðèìàÿ
ìóëüòèôóíêöèÿ è g : I → E - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

g(t) ∈ F (t, U(t))

ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ I. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå èçìåðèìîå ñå÷åíèå
u ∈ SU , ÷òî

g(t) ∈ F (t, u(t))

ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâó áóäåò ïðåäøåñòâîâàòü ñëåäóþùàÿ ëåììà, ñïðà-
âåäëèâîñòü êîòîðîé ëåãêî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà.

1.5.16. Ëåììà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → C(E)
çàìêíóòî, îòîáðàæåíèå g : I → E íåïðåðûâíî è äëÿ ëþáîãî t ∈ I
íàéäåòñÿ x ∈ E0 òàêîå, ÷òî

g(t) ∈ F (t, x)

. Òîãäà ìóëüòèôóíêöèÿ Γ : I → C(E0),

Γ(t) = {x|x ∈ E0, g(t) ∈ F (t, x)}

çàìêíóòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî Tåîðåìû 1.5.15. Áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî ïî âòîðîìó àðãóìåí-
òó è g(t) ∈ F (t, U(t)) äëÿ âñåõ t ∈ I. Ðàññìîòðèì ìóëüòèôóíêöèþ
Γ : I → C(E0),

Γ(t) = {x|x ∈ E0, g(t) ∈ F (t, x)}.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèôóíêöèÿ Φ = Γ ∩ U : I → K(E0) êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíà è åå èçìåðèìîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíê-
öèåé u : I → E0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü èçìåðèìîñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Φ.

Çàôèêñèðóåì δ > 0. Â ñèëó Òåîðåìû 1.5.14 íàéäåòñÿ òàêîé êîì-
ïàêò I1 ⊂ I, ÷òî µ(I \ I1) ≤ δ

2 è ñóæåíèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F íà
I1 × E0 íåïðåðûâíî. Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâà Ëóçèíà ê îäíîçíà÷íîìó
îòîáðàæåíèþ g è ìóëüòèîòîáðàæåíèþ U äàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî
çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà I2 ⊂ I, ÷òî µ(I \ I2) ≤ δ

2 è ñóæåíèÿ g è U
íà I2 íåïðåðûâíû.

Ïóñòü Iδ = I1 ∩ I2, òîãäà µ(I \ Iδ) ≤ δ è èç Òåîðåìû 1.2.29 ñëåäóåò
çàìêíóòîñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F ía Iδ ×E0, íî òîãäà â ñèëó Ëåì-
ìû 1.5.16 ìóëüòèôóíêöèÿ Γ çàìêíóòà íà Iδ. Ñëåäîâàòåëüíî (Òåîðåìà
1.3.3), ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó íà Iδ, îòêóäà
â ñèëó Òåîðåìû 1.5.6 (å) è èçìåðèìîñòè ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó
ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ëåãêî âûòåêàåò èçìåðèìîñòü Φ íà I. ¥

1.5.17. Çàìå÷àíèå. Íåðåäêî ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ëåììû Ôèëèïïîâà: îòîáðàæåíèå F ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîçíà÷íûì.
Óòâåðæäåíèå ëåììû â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå èçìåðè-
ìîãî ñå÷åíèÿ u : I → E0 ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ U òàêîãî, ÷òî

g(t) = f(t, u(t))

ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ I.

1.5.3. Ìóëüòèïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè
Êàæäîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I×E0 → K(E) ïîðîæäàåò íåêîòîðûé
îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ìóëüòèôóíêöèè Q : I → P (E0)
ìóëüòèôóíêöèþ Φ : I → P (E) ïî ïðàâèëó

Φ(t) = F (t,Q(t)).

Ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûì èç àíàëèçà è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîíÿòèåì ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ñîîòâåòñòâèå îïåðàòî-
ðîì Íåìûöêîãî. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà,
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ñâÿçàííûå ñ åãî äåéñòâèåì íà èçìåðèìûå îäíîçíà÷íûå è ìíîãîçíà÷-
íûå ôóíêöèè.

Âûäåëèì ïðåæäå âñåãî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñóïåðïîçèöèîííîé èç-
ìåðèìîñòè.

1.5.18. Òåîðåìà. Åñëè E0, E - ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, òî äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ìóëüòèôóíêöèè
Q : I → K(E0) ìóëüòèôóíêöèÿ Φ èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî ïî x äëÿ âñåõ t ∈ I.
Òîãäà â ñèëó Òåîðåìû 1.2.35 îòîáðàæåíèå Φ èìååò êîìïàêòíûå çíà-
÷åíèÿ.

Çàôèêñèðóåì δ > 0 è íàéäåì òàêîé êîìïàêò Iδ ⊂ I, ÷òî µ(I\Iδ) ≤ δ
è ñóæåíèÿ Q íà Iδ è F íà Iδ × E0 íåïðåðûâíû (Òåîðåìû 1.5.6 (å) è
1.5.14). Åñëè i : Iδ → Iδ - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òî â ñèëó Òåî-
ðåì 1.3.15 è 1.3.17 ìóëüòèôóíêöèÿ i×Q : Iδ → K(Iδ×E0) íåïðåðûâíà.
Íî òîãäà è ìóëüòèôóíêöèÿ Φ = F ◦(i×Q) íåïðåðûâíà íà Iδ (Òåîðåìà
1.3.11). Èçìåðèìîñòü Φ ñëåäóåò òåïåðü èç Òåîðåìû 1.5.6(å).¥

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó èëè ñíèçó ìóëüòè-
ôóíêöèè èçìåðèìû, ðàññóæäåíèÿ òàêîãî æå òèïà ïðèâîäÿò ê ñëåäó-
þùèì äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ñóïåðïîçèöèîííîé èçìåðèìîñòè.

1.5.19. Òåîðåìà. Åñëè E0, E - ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó èëè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, òî îíî ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðè-
ìî.

Ñóùåñòâåííûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñâîéñòâî ñóïåð-
ïîçèöèîííîé èçìåðèìîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F òåðÿåòñÿ, êàê òîëü-
êî ìû ïåðåõîäèì îò óñëîâèé Êàðàòåîäîðè ê âåðõíèì èëè íèæíèì
óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèìåðû.

1.5.20. Ïðèìåð. Ïóñòü D ⊂ [0, 1] - ïðîèçâîëüíîå íåèçìåðèìîå
ìíîæåñòâî.

à) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, 1] × R → Kv(R) îïðåäåëåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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F (t, x) =





[0, 1], åñëè x = t è t ∈ [0, 1] \D;
[0, 1], åñëè x = t + 1 è t ∈ D;
{1} â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò âåðõ-
íèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåî-
äîðè.

Åñëè òåïåðü i : [0, 1] → R, i(t) = t, òî ìóëüòèôóíêöèÿ Φ : [0, 1] →
K(R),

Φ(t) = F (t, i(t)) =
{

[0, 1], t ∈ [0, 1] \D;
{1}, t ∈ D,

î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé.

á) Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : [0, 1] × R → Kv(R) îïðåäåëåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (t, x) =




{0}, åñëè x = t è t ∈ [0, 1] \D;
{1}, åñëè x = t è t ∈ D;
[0, 1] â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ýòî ìóëüòèîòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò íèæíèì óñëîâèÿì Êàðà-
òåîäîðè, íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè.

Ïîäñòàâëÿÿ ñíîâà ôóíêöèþ i : [0, 1] → R, i(t) = t, ïîëó÷àåì ìóëü-
òèôóíêöèþ

Φ(t) = F (t, i(t)) =
{ {0}, t ∈ [0, 1] \D;
{1}, t ∈ D,

òàêæå íå ÿâëÿþùóþñÿ èçìåðèìîé.

Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ âñå æå, ÷òî, õîòÿ äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùåãî âåðõíèì óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, ñâîé-
ñòâî ñóïåðïîçèöèîííîé èçìåðèìîñòè è íå âûïîëíåíî, îïåðàòîð Íåìû-
öêîãî è â ýòîì ñëó÷àå îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè "õîðîøèìè" êà÷å-
ñòâàìè, êîòîðûå ê òîìó æå âûïîëíåíû â ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëü-
íî ñåïàðàáåëüíûõ) áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èìåííî, ââåäåì ñëåäó-
þùåå ïîíÿòèå.

1.5.21. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E0, E - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà;
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) ñóïåðïîçèöèîííî ñåëåêòè-
ðóåìî, åñëè äëÿ ëþáîé ñèëüíî èçìåðèìîé ôóíêöèè q : I → E0 -

78



ñóùåñòâóåò ñèëüíî èçìåðèìîå ñå÷åíèå f : I → E ìóëüòèôóíêöèè
Φ : I → K(E),

Φ(t) = F (t, q(t)).

1.5.22. Òåîðåìà. Ïóñòü E0, E - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) òàêîâî, ÷òî

F1) äëÿ êàæäîãî x ∈ E0 ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, x) : I → K(E) èìå-
åò ñèëüíî èçìåðèìîå ñå÷åíèå;

F2) äëÿ µ-ï.â. t ∈ I ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : E0 → K(E)
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ñóïåðïîçèöèîííî ñåëåêòèðóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ q ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {qn}∞n=1, qn : I → E0 , ñõîäÿùèõñÿ ê q µ-
ïî÷òè âñþäó íà I. Èç óñëîâèÿ (F1) ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì îáðàçîâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèëüíî èçìåðèìûõ ôóíêöèé {fn}∞n=1, fn : I → E,

fn(t) ∈ F (t, qn(t)) äëÿ µ− ï.â. t ∈ I.

Ïåðåîïðåäåëÿÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû,
ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ïðèíèìà-
þò ñâîè çíà÷åíèÿ â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E′ ⊂ E,

E′ = sp

∞⋃
n=1

fn(I).

Òåïåðü äëÿ µ-ï.â. t ∈ I è m ≥ 1 ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

Φm(t) =
∞⋃

k=m

fk(t).

Èç óñëîâèÿ (F2) è Òåîðåìû 1.2.35 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Φm(t) êîì-
ïàêòíû è Òåîðåìà 1.5.6 (â) âëå÷åò, ÷òî {Φm}, Φm : I → K(E′) -
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé.

Äëÿ µ-ï.â. t ∈ I ìíîæåñòâà Φm(t), m ≥ 1 îáðàçóþò óáûâàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå Ñëåäñòâèå
1.5.8 (à), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìóëüòèôóíêöèÿ Φ̃ : I → K(E′),

Φ̃(t) =
∞⋂

m=1

Φm(t) äëÿ µ− ï.â. t ∈ I
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êîððåêòíî îïðåäåëåíà è èçìåðèìà. Èç óñëîâèÿ (á) ñëåäóåò, ÷òî

Φ̃(t) ⊂ Φ(t) = F (t, q(t))

äëÿ µ-ï.â. t ∈ I è ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 1.5.6 (â) îáåñïå÷èâàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè f ∈ SeΦ, êîòîðàÿ ñèëüíî èçìåðèìà,
ïîñêîëüêó Φ̃(I) ⊂ E′. ¥

1.5.23. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà E0, E è ìóëüòèîòîáðà-
æåíèå F òàêèå æå, êàê â Òåîðåìå 1.5.22. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèëüíî
èçìåðèìîé ìóëüòèôóíêöèè Q : I → K(E0) ñóùåñòâóåò ñèëüíî èçìå-
ðèìîå ñå÷åíèå f : I → E ìóëüòèôóíêöèè Φ, Φ(t) = F (t,Q(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 1.5.11 ìû ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâà-
íèå ñèëüíî èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ q ìóëüòèôóíêöèè Q, ê êîòîðîìó ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó. ¥

1.5.24. Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâà E0, E ñåïàðàáåëüíû è
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì
óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè, òî F ñóïåðïîçèöèîííî ñåëåêòèðóåìî.

Íàïîìíèì (ñì. Ãëàâó 0), ÷òî íîðìîé îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
A â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìû íàçûâàåì âåëè÷èíó

||A|| = sup
a∈A

‖a‖.

Ìû ìîæåì ââåñòè òåïåðü ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

1.5.25. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E0, E - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà;
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E) ñóïåðïîçèöèîííî ñåëåêòè-
ðóåìî è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

F3) äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂ E0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ νΩ ∈ L1
+(I), ÷òî

‖F (t, x)‖ ≤ νΩ(t)

äëÿ âñåõ x ∈ Ω è ï.â. t ∈ I.

Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå PF : C(I; E0) → P (L1(I; E)), ñîïîñòàâ-
ëÿþùåå êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè q ∈ C(I; E0) ìíîæåñòâî âñåõ
ñóììèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ñå÷åíèé ìóëüòèôóíêöèè Φ, Φ(t) = F (t, q(t)),
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íàçûâàòñÿ ìóëüòèîïåðàòîðîì ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæäåííûì F.

Îòìåòèì, ÷òî ñóììèðóåìîñòü ñèëüíî èçìåðèìûõ ñå÷åíèé ìóëüòè-
ôóíêöèè Φ âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè q è óñëîâèÿ (F3). Íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ìóëüòèîïåðàòîðà ñóïåðïîçè-
öèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F, ïîëóíåïðåðûâ-
íîãî ñâåðõó ïî x.

Ïðèâåäåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íèæå.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

1.5.26. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn}∞n=1 ⊂ L1(I;E) íàçûâàòñÿ ïîëóêîìïàêò-
íîé, åñëè îíà: à) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ ν ∈ L1

+(I), ÷òî

‖fn(t)‖ ≤ ν(t)

äëÿ ï.â. t ∈ I; á) ìíîæåñòâî {fn(t)}∞n=1 îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â E
äëÿ ï.â. t ∈ I.

1.5.27. Ëåììà. Ïîëóêîìïàêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{fn}∞n=1 ñëàáî êîìïàêòíà, òî åñòü èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñëàáî
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñì. [247], Ïðåäëîæåíèå 4.2.1.

1.5.28. Ëåììà. (Ëåììà Ìàçóðà.) Ïóñòü {un}∞n=1 - ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñëàáî ñõî-
äÿùàÿñÿ ê u. Òîãäà íàéäåòñÿ äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë {λik}∞i=1

∞
k=1 òàêàÿ, ÷òî: à)

∞∑
k=i

λik = 1 äëÿ âñåõ
i = 1, 2, ...; á) äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, ... íàéäåòñÿ íîìåð k0 = k0(i) òà-
êîé, ÷òî λik = 0 äëÿ âñåõ k ≥ k0; â) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ
êîìáèíàöèé {ũi}∞i=1,

ũi =
∞∑

k=i

λikuk

ñõîäèòñÿ ê u ïî íîðìå.
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Ñì., íàïðèìåð, [129].

1.5.29. Ëåììà. Ïóñòü E - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn}∞n=1 ⊂ L1(I; E) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà L1(I; E) ê ôóíêöèè f, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fni}, êîòîðàÿ áóäåò ñõîäèòüñÿ ê f ïî÷òè âñþäó íà I.

Ñì., íàïðèìåð, [128], Ãëàâà IV, Òåîðåìà 38.

Ïðè óñëîâèè âûïóêëîçíà÷íîñòè ïîðîæäàþùåãî ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ F ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î çàìêíóòîñòè ìóëüòèî-
ïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè.

1.5.30. Òåîðåìà. Ïóñòü E0, E - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; E1 -
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî; ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 →
Kv(E) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1) - (F3) è a : L1(I; E) → E1 -
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà êîìïîçèöèÿ

a ◦ PF : C(I; E0) → Cv(E1)

- çàìêíóòîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî âûïóêëîñòü çíà÷å-
íèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ a ◦ PF ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè çíà÷åíèé F è
ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà a.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}∞n=1, qn ∈ C(I;E0); {zn}∞n=1,
zn ∈ E1 òàêèå, ÷òî

lim
n→∞

‖qn − q‖C = 0, zn ∈ a ◦ PF (qn), lim
n→∞

‖zn − z‖E1 = 0.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1 ⊂ L1(I; E), fn ∈ PF (qn),
zn = a(fn). Ïðèìåíÿÿ óñëîâèÿ (F2), (F3) è Òåîðåìó 1.2.35 ëåãêî âûâå-
ñòè èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn} ïîëóêîìïàêòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó Ëåììû 1.5.27 îíà ñëàáî
êîìïàêòíà. Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü áåç
óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî îíà ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ∈ L1(I;E).

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü Ëåììó 1.5.28, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f̃i}∞i=1, f̃i ∈ L1(I; E), f̃i =

∞∑
k=i

λikfk, ñõîäÿùóþñÿ ê f ïî íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà L1(I; E). Èñïîëüçóÿ Ëåììó 1.5.29, ìû ñíîâà áåç óùåðáà äëÿ
îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f̃i} ñõîäèòñÿ
ê f ïî÷òè âñþäó íà I.
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Èç óñëîâèÿ (F2) ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè äëÿ êàæäîãî t ∈ I ïî äàííîìó
ε > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî i0 = i0(ε, t) òàêîå, ÷òî

F (t, qi(t)) ⊂ Fε(t, q(t)) äëÿ âñåõ i ≥ i0.

Íî òîãäà è
fi(t) ∈ Fε(t, q(t))

äëÿ âñåõ i ≥ i0, à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà
Fε(t, q(t)) è

f̃i(t) ∈ Fε(t, q(t)) äëÿ âñåõ i ≥ i0.

Ñëåäîâàòåëüíî
f(t) ∈ F (t, q(t)) ï.â. t ∈ I,

òî åñòü f ∈ PF (q).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

a(f̃i) =
∞∑

k=i

λika(fk) =
∞∑

k=i

λikzk,

ïîýòîìó lim
i→∞

‖a(f̃i)− z‖E1 = 0.
Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà a òîãäà ñëåäóåò, ÷òî z = a(f), ïîýòî-

ìó z ∈ a ◦ PF (q) è îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü Òåîðåìó 1.2.24 (â). ¥

1.5.31. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 →
Kv(E) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1) - (F3). Òîãäà ìóëüòèîïåðà-
òîð ñóïåðïîçèöèè PF : C(I; E0) → Cv(L1(I; E)) çàìêíóò.

1.5.32. Çàìå÷àíèå. Áîëåå òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.5.30
âèäíî, ÷òî ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè PF ñëàáî çàìêíóò â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}∞n=1, qn ∈ C(I;E0) è
{fn}∞n=1 ⊂ L1(I; E), fn ∈ PF (qn) òàêîâû, ÷òî lim

n→∞
‖qn − q‖C = 0, {fn}

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê f ∈ L1(I; E). Òîãäà f ∈ PF (q).

Ïóñòü I = [t0, T ] è j : L1(I; E) → C(I;E) - îïåðàòîð èíòåãðèðîâà-
íèÿ

j(f)(t) =

t∫

t0

f(s)ds.

1.5.33. Îïðåäåëåíèå. Êîìïîçèöèþ

j ◦ PF : C(I; E0) → Cv(C(I; E))
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íàçîâåì èíòåãðàëüíûì ìóëüòèîïåðàòîðîì, ïîðîæäåííûì ìóëüòèî-
òîáðàæåíèåì F.

1.5.34. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 →
Kv(E) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1) - (F3). Òîãäà èíòåãðàëüíûé
ìóëüòèîïåðàòîð j ◦ PF : C(I; E0) → Cv(C(I; E)) çàìêíóò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíå-
ïðåðåðûâíî ñíèçó ïî x. Çàìåòèì, ÷òî íèæíèå óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè
íå îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèÿ ìóëüòèîïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè, èáî,
êàê ïîêàçûâàåò Ïðèìåð 1.5.20 (á), ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íå âûïîëíåíî
íå òîëüêî òðåáîâàíèå ñóïåðïîçèöèîííîé èçìåðèìîñòè, íî è ñóïåðïî-
çèöèîííîé ñåëåêòèðóåìîñòè.

Îäíîé èç ïîäõîäÿùèõ çàìåí íèæíèõ óñëîâèé Êàðàòåîäîðè â ýòîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó.

Ïóñòü E0, E - ñåïàðàáåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

1.5.35. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × E0 → K(E)
íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, åñëè

(FL) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðñåêàþùèõñÿ êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ {In}, In ⊂ I òàêàÿ, ÷òî: à) µ(I \⋃

n In) è á) ñóæåíèå
F íà êàæäîå ìíîæåñòâî Jn = In × E0 ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå äàëåå, ÷òî äëÿ ïî÷òè ïîëóíåïðå-
ðûâíîãî ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F âûïîëíåíî óñëîâèå èíòåãðàëü-
íîé îãðàíè÷åííîñòè (F3).

Èç Òåîðåìû 1.5.19 ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìî è ñëåäîâàòåëüíî äëÿ
íåãî îïðåäåëåí ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè PF .

Èç Ëåììû 1.5.29 âûòåêàåò, ÷òî PF èìååò çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ.
Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.5.36. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I×E0 → K(E)
ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è óäîââëåòâîðÿåò óñëîâèþ (F3). Òîãäà
ìóëüòèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè PF : C(I; E0) → C(L1(I; E)) ïîëóíå-
ïðåðûâåí ñíèçó.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèÿ.

1.5.37. Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè q0 ∈ C(I; E0) è ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

F (t, q0(t)) ⊂ Fε(t, q(t)) äëÿ ï.â. t ∈ I

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè q ∈ C(I;E0), ‖q − q0‖C < δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìóëüòèôóíêöèÿ F (t, q0(t)) èçìåðè-
ìà, èñïîëüçóÿ äëÿ íåå ñâîéñòâî Ëóçèíà (Òåîðåìà 1.5.6 (å)) è Òåîðåìó
1.2.44, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ρ > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò Iρ ⊂ I,
µ(I \ Iρ) ≤ ρ è ÷èñëî ω > 0 òàêèå, ÷òî

h(F (t1, q0(t1)), F (t2, q0(t2))) <
ε

2

äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ Iρ, |t1 − t2| < ω, ãäå h - ìåòðèêà Õàóñäîðôà.
Ïîñêîëüêó F ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, ìû ìîæåì ïîêðûòü

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî - ãðàôèê Γq0 ⊂ I × E0 ôóíêöèè q0 êîíå÷íûì
÷èñëîì øàðîâ Bi = {(t, x)|(t, x) ∈ I×E0 : |ti−t| < ωi, ‖q0(ti)−x‖E0 <
ωi}, ti ∈ I, i = 1, ...,m; 0 < ωi < ω òàê ÷òî áóäåò âûïîëíåíî

F (ti, q0(ti)) ⊂ F ε
2
(t, x)

äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Bi

⋂
(
⋃

n Jn).
Òîãäà ïîëó÷àåì

F (t, q0(t)) ⊂ F ε
2
(ti, q0(ti)) ⊂ Fε(t, x)

äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Bi

⋂
(
⋃

n Jn), t ∈ Iρ. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ρ âûòåêàåò,
÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî äëÿ ï.â. t ∈ I, (t, x) ∈ Bi.

Äëÿ îòûñêàíèÿ æåëàåìîãî ÷èñëà δ > 0 äîñòàòî÷íî òåïåðü âûáðàòü
δ-îêðåñòíîñòü êîìïàêòà Γq0 , ñîäåðæàùóþñÿ â

⋃m
i=1 Bi. ¥

1.5.38. Ëåììà. Åñëè q ∈ C(I;E0) è z : I → E - èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ PF (q) òàêàÿ, ÷òî

‖z(t)− f(t)‖E = %(z(t), F (t, q(t)) äëÿ ï.â. t ∈ I,

ãäå % - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà, ïîðîæäåííîå íîðìîé â
E.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåñëîæíî è îñíîâûâàåòñÿ íà
òîì ôàêòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé èçìåðèìî
(ñð. Ñëåäñòâèå 1.5.8 (à)). Íî ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî èç-
ìåðèìûå ìóëüòèôóíêöèè ñ êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè, ìû îòñûëàåì
÷èòàòåëÿ ê [112], Ëåììà 2.1.4 èëè [191], Ïðåäëîæåíèå 3.5 (b).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.5.36. Èç Ëåììû 1.5.38 âûòåêàåò,
÷òî äëÿ ëþáîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè z : I → E âûïîëíåíî

%L1(z,PF (q)) =
∫

I

%(z(s), F (s, q(s)))ds.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ q0 ∈ C(I; E0) è çàäàäèì ε > 0. Ñî-
ãëàñíî Ëåììå 1.5.37, ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî

F (t, q0(t)) ⊂ Fε(t, q(t)) äëÿ ï.â. t ∈ I

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè q ∈ C(I; E0), ‖q − q0‖E0 < δ.
Åñëè ìû âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ z ∈ PF (q0), òî

èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

%L1(z,PF (q)) < ε · µ(I),

÷òî îçíà÷àåò
PF (q0) ⊂ Uε·µ(I)(PF (q)).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìó-
ëüòèîïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè PF îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü äîñòàòî÷íóþ
÷àñòü Òåîðåìû 1.2.40 (êàê óæå îòìå÷àëîñü, â íåé êîìïàêòíîñòü çíà-
÷åíèé ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ).¥
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Ãëàâà 2. Íåïîäâèæíûå òî÷êè è òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ ñòåïåíü
Çàäà÷à î ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íîãî âèäà âêëþ÷åíèé ñîñòàâëÿåò îäèí
èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà ìóëüòèîòîáðàæåíèé. Íàè-
áîëåå ÷àñòî îíà ïðèíèìàåò âèä çàäà÷è î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Ïóñòü X ⊆ Y - íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, F : X → P (Y ) - ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿ F , åñëè x ∈ F (x).

Ìíîæåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê F áóäåì îáîçíà÷àòü FixF .

ßñíî, ÷òî ïîíÿòèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ îáû÷íîãî
îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíà âàæíàÿ ðîëü, êîòîðóþ
èãðàþò ðàçëè÷íûå ïðèíöèïû íåïîäâèæíîé òî÷êè â òåîðåìàõ ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, òîïîëîãèè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
äðóãèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Ïîíÿòèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ìóëüòè-
îòîáðàæåíèÿ ñòîëü æå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ è
âåñüìà ïîëåçíî ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ. Íèæå
ìû óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðàõ èç òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òå-
îðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, òåîðèè
îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå òåîðèè èãð è ìàòåìàòè-
÷åñêîé ýêîíîìèêè.

Êàê è â ñëó÷àå îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-
íûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìóëüòèîòîáðàæåíèé.
Îïèøåì íåêîòîðûå èç íèõ.

2.1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñæèìàþùèõ ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèé
2.1.1. Òåîðåìà Íàäëåðà
Ïðèíöèï Áàíàõà íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ è ïðèìåíÿåìûõ â ïðèëîæåíèÿõ
òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äîêàæåì åãî àíàëîã äëÿ ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèé.

Ïóñòü (X, %) - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; C(X), êàê è ïðåæ-
äå, îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
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X; h - ðàñøèðåííàÿ ìåòðèêà Õàóñäîðôà â C(X), ïîðîæäåííàÿ % (ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.2.42).

2.1.1. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → C(X) íàçû-
âàåòñÿ k-ëèïøèöåâûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî k > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(F (x), F (y)) ≤ k%(x, y).

Åñëè k < 1, òî k-ëèïøèöåâî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ñæè-
ìàþùèì (k-ñæèìàþùèì).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå [280], [185].

2.1.2. Òåîðåìà. Ïóñòü X - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
F : X → C(X) k-ñæèìàþùåå ìóëüòèîòîáðàæåíèå. Ïóñòü x0 -
íåêîòîðàÿ òî÷êà èç ïðîñòðàíñòâà X è %(x0, F (x0)) < δ. Òîãäà F
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗ òàêóþ, ÷òî %(x0, x∗) < δ

1−k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
{xn}∞n=0 ⊂ X òàêóþ, ÷òî

xn ∈ F (xn−1) n = 1, 2, ...,

%(xn+1, xn) < knδ n = 0, 1, ... .

Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì ñòðîèòü èíäóêòèâíî. Ïóñòü x0 � çà-
äàííàÿ òî÷êà, òî÷êó x1 âûáåðåì ïðîèçâîëüíî èç F (x0) òàê, ÷òîáû
%(x0, x1) < δ. Äîïóñòèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû òî÷êè x0, x1, ..., xn íàøåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà

%(xn, F (xn)) ≤ h(F (xn−1), F (xn)) ≤ k%(xn−1, xn) < knδ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà xn+1 ∈ F (xn), ÷òî

%(xn, xn+1) < knδ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî,

%(xn, xn+p) ≤
n+p−1∑

i=n

%(xi, xi+1) <

n+p−1∑

i=n

kiδ <
knδ

1− k
.
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Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ
ê íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ∈ X.

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìóëüòèî-
òîáðàæåíèÿ F . Äåéñòâèòåëüíî,

%(xn+1, F (x∗)) ≤ h(F (xn), F (x∗)) ≤ k%(xn, x∗).

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

%(xn+1, F (x∗)) = 0. Òàê êàê ìíîæåñòâî F (x∗)

çàìêíóòî, òî x∗ ∈ F (x∗).
Òàê êàê

%(x0, x∗) ≤
∞∑

n=0

%(xn, xn+1) <

∞∑
n=0

knδ =
δ

1− k
,

òî è òðåáóåìàÿ îöåíêà äîêàçàíà.¥

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îòëè÷èå îò îäíîçíà÷íîãî ñëó÷àÿ, ñæèìà-
þùèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò èìåòü ìíîãî íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

2.1.3. Òåîðåìà. Ïóñòü X - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
F : X → C(X) ñæèìàþùåå ìóëüòèîòîáðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà k ∈ (0, 1

2 ) è ïóñòü x � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F . Åñëè F (x) 6=
{x}, òî ó F ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå åùå îäíà íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 6= x - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç F (x),
òîãäà

%(x0, F (x0)) ≤ h(F (x), F (x0)) ≤ k%(x, x0) < δ,

ãäå δ = k1%(x, x0), k < k1 < 1
2 . Òîãäà â ñèëó Òåîðåìû 2.1.2 ñóùåñòâóåò

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗ îòîáðàæåíèÿ F òàêàÿ, ÷òî

%(x0, x∗) <
δ

1− k
=

k1%(x, x0)
1− k

< %(x, x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ 6= x. ¥

2.1.2. Ñæèìàþùèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïàðà-
ìåòðà.
Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, X � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíî-
æåñòâî E, Y - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X × Y → Cv(X) óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k ∈ (0, 1), ÷òî äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ X è
ëþáîãî y ∈ Y ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

h(F (x′, y), F (x′′, y) ≤ k||x′ − x′′||;

ii) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F - ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ.

Â ñèëó Òåîðåìû 2.1.2 äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ìóëüòèîòîáðàæåíèå Fy =
F (·, y) : X → Cv(X) èìååò õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Îáî-
çíà÷èì F(y) = {x | x ∈ Fy(x)}. Âîçíèêàåò ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :
Y → C(X).

2.1.4. Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii) è ïóñòü A -
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Y , f : A → X - íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå òàêîå, ÷òî f(y) ∈ F (f(y), y) äëÿ ëþáîãî y ∈ A.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : Y → X óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
à) g - íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F , ò.å.
g(y) ∈ F (g(y), y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ;
á) îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæå-
íèÿ f , ò.å. g|A = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé gn : Y → X, n = 0, 1, 2, ..., óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) gn(y) ∈ F (gn−1(y), y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y è n = 1, 2, ...,
2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ r : Y → R+, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî y ∈ Y è n = 0, 1, 2, ... âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ||gn+1(y)−gn(y)|| <
knr(y),
3) gn|A = f äëÿ ëþáîãî n = 0, 1, 2, ....

Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì ñòðîèòü èíäóêòèâíî. Â êà÷åñòâå
îòîáðàæåíèÿ g0 : Y → X âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå ïðîäîë-
æåíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà âñå ïðîñòðàíñòâî Y, ñóùåñòâóþùåå â ñèëó
òåîðåìû Òèòöå-Äóãóíäæè (ñì. Ãëàâó 0). Îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðà-
æåíèå Ψ1 : Y → Cv(E) ôîðìóëîé Ψ1(y) = F (g0(y), y). Ñîãëàñíî Òåî-
ðåìå 1.3.11 ýòî ìóëüòèîòîáðàæåíèå ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Ñëåäîâà-
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òåëüíî, â ñèëó Òåîðåìû 1.4.2 ìóëüòèîòîáðàæåíèå Ψ1 èìååò íåïðåðûâ-
íîå ñå÷åíèå q : Y → E. Çàäàäèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ r : Y → R+

êàê r(y) = ||g0(y)− q(y)||+ 1.
Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q : Y → Pv(E),

Q(y) = {x ∈ E | ||g0(y)− x|| < r(y)}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàôèê ýòîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ îòêðûò â
ïðîñòðàíñòâå Y ×E. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî Q(y)∩Ψ1(y) 6= Ø äëÿ ëþáîãî
y ∈ Y è f(y) ∈ (Q(y) ∩Ψ1(y)) äëÿ ëþáîãî y ∈ A.

Òîãäà, îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ìàéêëà (Òåîðåìà 1.4.2), íåòðóäíî äî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g1 : Y → E, êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì Ψ1, ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì f
íà ìíîæåñòâå A è ||g1(y)− g0(y)|| < r(y). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîå
îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)− (3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèÿ g0, g1, ..., gn,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1)− (3). Ïîëîæèì Ψi+1(y) = F (gi(y), y).
Òîãäà äëÿ âñåõ y ∈ Y èìååì

%(gn(y), Ψn+1(y)) ≤ h(F (gn−1(y), y); F (gn(y), y)) ≤

≤ k||gn(y)− gn−1(y)|| < knr(y).

Òîãäà ó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Ψn+1 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå
gn+1(y), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)−(3). Ýòî è çàêàí÷èâàåò
ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gn}.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
gn(y) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî,

||xn+p− xn|| ≤ ||xn+1−xn||+ ||xn+2− xn+1||+ ... + ||xn+p−xn+p−1|| <

< r(y)(kn + kn+1 + ... + kn+p−1) <
r(y)
1− k

kn.

Îáîçíà÷èì g(y) = lim
n→∞

gn(y) è äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y0 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Y , òîãäà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V ýòîé òî÷êè äëÿ ëþáîãî y ∈ V ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî ||r(y)|| ≤ ||r(y0)|| + 1. Òîãäà íà ìíîæåñòâå V ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ g, ÷òî è
ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü g íà ýòîì ìíîæåñòâå. Òàê êàê òî÷êà y0

âûáèðàëàñü ïðîèçâîëüíî, òî g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ôèêñèðîâàííîì y â óñëîâèè (1) äëÿ ïî-

ñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå g(y) ∈ F (g(y), y).
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Óñëîâèå g|A = f âûòåêàåò èç ñâîéñòâà (3) äëÿ ïîñòðîåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. ¥

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ýòîé òåîðåìû äîêàæåì òåîðåìó Ðè÷åðè
(B.Ricceri) [308] î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñæèìà-
þùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå (ñì. Ãëàâó
0).

Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A - ïîäïðîñòðàíñòâî X.

2.1.5. Îïðåäåëåíèå Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì X, åñëè
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå r : X → A òàêîå, ÷òî r(x) = x
äëÿ ëþáîãî x ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå r íàçûâàåòñÿ ðåòðàê-
öèåé.

Ðåòðàêòû "íàñëåäóþò" ìíîãèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà X. Íàïðèìåð, åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, òî åãî ðåòðàêò òàêæå
ñâÿçåí è ò.ä. (ñì. [26]).

2.1.6. Òåîðåìà. Ïóñòü X - çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E, F : X → Cv(X) - ñæèìàþùåå ìóëüòè-
îòîáðàæåíèå. Òîãäà ìíîæåñòâî F = FixF ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̂ : X ×X →
Cv(X) îïðåäåëåííîå óñëîâèåì: F̂ (x, y) = F (x). Ðàññìîòðèì îòîáðà-
æåíèå âëîæåíèÿ f : F → X, f(y) = y. Î÷åâèäíî, ÷òî f(y) ∈ F̂ (f(y), y)
äëÿ ëþáîãî y ∈ F . Òîãäà, â ñèëó Òåîðåìû 2.1.4, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå g : X → X óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
à) g(y) ∈ F̂ (g(y), y) = F (g(y)), ò.å. g(y) ∈ F äëÿ ëþáîãî y ∈ X;
á) îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ
f , ò.å. äëÿ ëþáîãî y ∈ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g(y) = f(y) = y.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé ïðîñòðàíñòâà
X íà F .¥

2.1.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 2.1.6, òî-
ãäà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê FixF ñâÿçíî.
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2.1.3. Óðàâíåíèÿ ñ ñþðúåêòèâíûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðà-
ìè.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ñæèìàþùèõ
ìóëüòèîòîáðàæåíèé áóäóò ïðèìåíåíû äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ êëàñ-
ñîâ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.

Ïóñòü E1, E2 - äâà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâà, D(a) - ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â E1, a : D(a) ⊂ E1 → E2 - ëèíåéíûé îïåðàòîð. Íàïî-
ìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå (ñì., íàïðèìåð, [55], [63], [115]).

2.1.8. Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð a íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òûì, åñëè åãî ãðàôèê � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1×E2,
ò.å. èç òîãî, ÷òî {xn} ⊂ D(a), xn → x è a(xn) → y ñëåäóåò, ÷òî
x ∈ D(a) è a(x) = y.

Ïóñòü a - çàìêíóòûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, Ker(a)
� åãî ÿäðî. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî E = E1/Ker(a). Ýëå-
ìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà E ÿâëÿþòñÿ ôàêòîð-êëàññû [x] = x + Ker(a).
Èçâåñòíî, ÷òî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå E îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: åñëè [x] = x + Ker(a) ∈ E, òî ||[x]|| = inf

u∈Ker(a)
||x + u||. Ïóñòü

p - ïðîåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà E1 íà E, p(x) = [x].
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð a1 : D(a1) ⊂ E → E2, ãäå D(a1) =

p(D(a)) è a1([x]) = a(x). ßñíî, ÷òî îïåðàòîð a1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì,
èìååò íóëåâîå ÿäðî è ñþðúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð a1 ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàòèìûì è èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

D(a) ⊂ E1
a−→ E2

p ↘ ↗ a1

D(a1) ⊂ E .

Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå (ñì., íàïðèìåð, [115] ï.15.4)
îïåðàòîð a−1

1 îãðàíè÷åí. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà èìååì:

||a−1
1 || = sup

y∈E2

||a−1
1 (y)||
||y|| = sup

y∈E2

(
inf{||x|| | x ∈ E1, a(x) = y}

||y|| ).

Îáîçíà÷èì ||a−1
1 || = β(a).
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2.1.9. Îïðåäåëåíèå. ×èñëî β(a) áóäåì íàçûâàòü íîðìîé ìóëü-
òèîïåðàòîðà a−1 è îáîçíà÷àòü ||a−1||.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâà ìóëüòèîïåðàòîðà a−1 : E2 → Cv(E1).

2.1.10. Ëåììà. Ìóëüòèîïåðàòîð a−1 ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ñ
êîíñòàíòîé Ëèïøèöà ||a−1||, ò.å.

h(a−1(x1), a−1(x2)) ≤ ||a−1|| ||x1 − x2||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ E2 èìååì

h(a−1(x1), a−1(x2)) = inf{ ||z1 − z2|| | z1 ∈ a−1(x1), z2 ∈ a−1(x2) } =

= inf{ ||z1 − z2|| | z1 − z2 ∈ a−1(x1 − x2) } ≤ ||a−1|| ||x1 − x2||.¥

Ïóñòü òåïåðü a : D(a) → E2 - çàìêíóòûé ëèíåéíûé ñþðúåêòèâ-
íûé îïåðàòîð, f : E1 → E2 - ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, ò.å. ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà c > 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ E1 âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî: ||f(x1)− f(x2)|| ≤ c||x1 − x2||.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

a(x) = f(x).

Îáîçíà÷èì N(a, f) ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ò.å.

N(a, f) = {x ∈ E1| a(x) = f(x)}.

2.1.11. Òåîðåìà. Åñëè c < 1
||a−1|| , òî ìíîæåñòâî N(a, f) íåïó-

ñòî è ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà E1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ýê-
âèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ x ∈ F (x), ãäå F (x) = a−1(f(x)). Ïîêàæåì,
÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè. Äëÿ ýòîãî çà-
ìåòèì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Äåéñòâèòåëüíî,

h(F (x), F (y)) = inf{ ||z1 − z2|| | z1 ∈ F (x), z2 ∈ F (y) } =

= inf{ ||z1 − z2|| | a(z1 − z2) = f(x)− f(y) } ≤
≤ ||a−1|| ||f(x)− f(y)|| ≤ ||a−1|| c||x− y||
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è îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû ||a−1||c <
1. Òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç Òåîðåì 2.1.2 è
2.1.6.¥

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
óñòîé÷èâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïî íîðìå âîçìóùåíèé. Êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé
Áàíàõà. Óñòîé÷èâîñòü ñâîéñòâà ñþðúåêòèâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïî íîðìå âîçìóùåíèé òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå, íî äëÿ ñæèìàþùèõ ìóëüòèî-
òîáðàæåíèé.

2.1.12. Òåîðåìà. Ïóñòü a : D(a) ⊂ E1 → E2 - çàìêíóòûé ñþðú-
åêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð; b : E1 → E2 � îãðàíè÷åííûé ëèíåé-
íûé îïåðàòîð è ||b|| < 1

||a−1|| . Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð a+b : D(a) ⊂
E1 → E2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà
E2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

a(x) = y0 − b(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f(x) = y0 − b(x) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì
ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà c = ||b|| < 1

||a−1|| . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñ-
íî Òåîðåìå 2.1.11, ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, ÷òî è äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå.¥

2.1.13. Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ñþðú-
åêòèâíûõ îïåðàòîðîâ S(E1, E2) îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè-
÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L(E1, E2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ S(E1, E2), òî ëþáîé îïåðàòîð c ∈
L(E1, E2), òàêîé, ÷òî ||a−c|| < 1

||a−1|| , òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.
¥

2.2. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé
Ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè (âðàùåíèÿ) ìíîãîçíà÷íîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì è ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì, ïðèìåíÿå-
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ìûì â çàäà÷å î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé è äðóãèõ
âîïðîñàõ. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè âïîëíå íåïðåðûâíîãî ìíîãîçíà÷íîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ñ âûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïè-
øåì åãî îñíîâíûå câîéñòâà è äàäèì ïðèëîæåíèÿ ê òåîðåìàì î íåïî-
äâèæíîé òî÷êå. Î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè
íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ìóëüòèîòîáðàæåíèé è ïðîñòðàíñòâ ñì. ðàç-
äåë "Áèáëèîãðàôè÷åñêèå óêàçàíèÿ è äîïîëíåíèÿ".

Âñþäó â äàëüíåéøåì E - âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü X ⊂ E; âñÿêîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X → P (E) îïðåäå-

ëÿåò ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φ : X → P (E),

Φ(x) = x− F (x),

íàçûâàåìîå ìíîãîçíà÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì èëè ìóëüòèïîëåì, ñî-
îòâåòñòâóþùèì ìóëüòèîòîáðàæåíèþ F . Îáîçíà÷àÿ i : X → E îòîá-
ðàæåíèå âëîæåíèÿ, áóäåì çàïèñûâàòü

Φ = i− F.

Åñëè Λ - ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ, è G : X × Λ → P (E) - ñåìåéñòâî
ìóëüòèîòîáðàæåíèé, òî Ψ : X × Λ → P (E), çàäàííîå êàê

Ψ(x, λ) = x−G(x, λ),

íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì ìóëüòèïîëåé.
Òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî

0 ∈ Φ(x),

íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ìóëüòèïîëÿ Φ. ßñíî, ÷òî îñîáûå òî÷êè
ìóëüòèïîëÿ Φ = i−F è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
îòîáðàæåíèÿ F . Åñëè ìóëüòèïîëå Φ íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, òî áóäåì
íàçûâàòü åãî íåâûðîæäåííûì.

Óñëîâèìñÿ òàêæå î ñëåäóþùåé òåðìèíîëîãèè. Äëÿ óäîáñòâà âñþäó
â äàëüíåéøåì ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó è êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðà-
æåíèå F : X → K(E) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî êîìïàêòíûì. Àíàëî-
ãè÷íî, êîìïàêòíûì áóäåì íàçûâàòü îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿ-
þùååñÿ íåïðåðûâíûì è êîìïàêòíûì. Êîìïàêòíûìè áóäåì íàçûâàòü
è ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè F0, F1 : X → K(E) - êîìïàêòíûå ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ, òî (ñì. Ðàçäåë 1.3.2) ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X × [0, 1] →
K(E),

G(x, λ) = λF1(x) + (1− λ)F0(x),

òàêæå êîìïàêòíî.
Ïóñòü òåïåðü K ⊆ E � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è

UK � íåïóñòîå îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî K. Çàìûêàíèå
è ãðàíèöó ìíîæåñòâà UK â îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà K
îáîçíà÷èì UK è ∂UK ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñíà÷à-
ëà, ÷òî ∂UK íåïóñòî.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîìó êîìïàêòíîìó îäíîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ
f : ∂UK → K, íå èìåþùåìó íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ìîæåò áûòü ñîïî-
ñòàâëåíà öåëî÷èñëåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà - îòíîñèòåëüíàÿ òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ñòåïåíü

degK(ϕ, ∂UK)

ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕ = i−f , ϕ(x) = x−f(x) (ñì. [13],
[14]). Ýòà õàðàêòåðèñòèêà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâà-
ìè.

2.2.1. Ñâîéñòâî íîðìàëèçàöèè. Åñëè f(x) ≡ x0 äëÿ âñåõ x ∈
∂UK, òî

degK(ϕ, ∂UK) =
{

1, åñëè x0 ∈ UK,
0, åñëè x0 /∈ UK.

2.2.2. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü êîìïàêòíûå
ïîëÿ ϕ0 = i−f0 è ϕ1 = i−f1 ãîìîòîïíû (ϕ0 ∼ ϕ1), ò.å. ñóùåñòâóåò
êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå g : ∂UK × [0, 1] → K òàêîå, ÷òî
1) x 6= g(x, λ) äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK, λ ∈ [0, 1];
2) g(·, 0) = f0, g(·, 1) = f1.
Òîãäà degK(ϕ0, ∂UK) = degK(ϕ1, ∂UK).

2.2.3. Àääèòèâíàÿ çàâèñèìîñòü îò îáëàñòè. Ïóñòü {UjK}j∈J

- êîíå÷íîå ñåìåéñòâî îòíîñèòåëüíî îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ UK; îòîáðàæåíèå f : ŪK → K êîìïàêòíî è íå èìååò
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íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå UK \ ⋃
j∈J

UjK. Òîãäà

degK(i− f, ∂UK) =
∑

j∈J

degK(i− f, ∂UjK).

2.2.4. Ïðèíöèï ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü K1 - íåïóñòîå
âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî E, K1 ⊂ K è ∂UK1 = ∂(U ∩
K1) 6= ∅. Åñëè êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå f : ∂UK → K íå èìååò
íåïîäâèæíûõ òî÷åê è f(∂UK) ⊂ K1, òî

degK(i− f, ∂UK) = degK1(i− f, ∂UK1).

2.2.5. Òåîðåìà î íå÷åòíîì ïîëå. Ïóñòü K è U ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî íóëÿ è 0 ∈ UK. Ïóñòü f : ∂UK → K - êîìïàêòíîå
îòîáðàæåíèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ÿâëÿþùååñÿ íå÷åòíûì, òî
åñòü

f(−x) = −f(x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü degK(i − f, ∂UK)
íå÷åòíà.

2.2.6. Ñâîéñòâî íåïîäâèæíîé òî÷êè. Åñëè êîìïàêòíîå îòîá-
ðàæåíèå f : UK → K íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂UK è

degK(i− f, ∂UK) 6= 0,

òî f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x â UK, òî åñòü íàéäåòñÿ x ∈ UK

òàêîå, ÷òî x = f(x).

2.2.7. Çàìå÷àíèå. Åñëè K = E, òî â ýòîì "àáñîëþòíîì" ñëó÷àå
ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü (âðàùåíèå)
deg(i−f, ∂U) êîìïàêòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òèïà Ëåðå-Øàóäåðà-Êðà-
ñíîñåëüñêîãî, êîíñòðóêöèÿ êîòîðîé îïèñàíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì.,
íàïðèìåð, [75], [190], [334]). Ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîé ñòåïåíè ê îò-
íîñèòåëüíîé ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç
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ñàìûõ ïðîñòûõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, âçÿâ ñóùåñòâóþùóþ ïî
òåîðåìå Òèòöå-Äóãóíäæè ðåòðàêöèþ r : E → K (ñì. Ãëàâó 0), ïîëî-
æèòü

degK(i− f, ∂UK) := deg(i− f̃ , ∂Ũ),

ãäå Ũ = r−1(UK), f̃ = f ◦r. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àþùååñÿ òàêèì
îáðàçîì çíà÷åíèå ñòåïåíè íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåòðàêöèè r.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòå-
ïåíè êîìïàêòíîãî ìíîãîçíà÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ââå-
äåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

2.2.8. Îïðåäåëåíèå. Êîìïàêòíûå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F0, F1 :
∂UK → Kv(K) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i− F0, Φ1 =
i− F1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè,

Φ0 ∼ Φ1,

åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : ∂UK × [0, 1] →
Kv(K) òàêîå, ÷òî: 1) Fix G(·, λ) = ∅ äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1]; 2) G(·, 0) =
F0, G(·, 1) = F1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ãîìîòîïèè åñòü îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè íà êëàññå âñåõ íåâûðîæäåííûõ êîìïàêòíûõ ìóëüòèïî-
ëåé, çàäàííûõ íà ∂UK.

2.2.9. Îïðåäåëåíèå. Êîìïàêòíîå îäíîçíà÷íîå âåêòîðíîå ïîëå
ϕ = i− f, f : ∂UK → K íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé àï-
ïðîêñèìàöèåé êîìïàêòíîãî ìóëüòèïîëÿ Φ = i−F, F : ∂UK → Kv(K),
åñëè ϕ ∼ Φ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîçíà÷íûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ
àïïðîêñèìàöèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

2.2.10. Ëåììà. Ïóñòü X ⊂ E � íåêîòîðîå òîïîëîãè÷åñêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî; ∆ � êîìïàêò, F : X × ∆ → Kv(E) � êîìïàêòíîå
ìóëüòèîòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî F (·, µ) íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê íà çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå X1 ⊂ X äëÿ âñåõ µ ∈ ∆. Òîãäà äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0, åñëè fε : X × ∆ → E � ðåãóëÿðíàÿ
ε-àïïðîêñèìàöèÿ F, òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X × ∆ × [0, 1] →
Kv(E),

G(x, µ, λ) = λfε(x, µ) + (1− λ)F (x, µ)
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òàêîâî, ÷òî x /∈ G(x, µ, λ) äëÿ âñåõ (x, µ, λ) ∈ X1 ×∆× [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî ìû áóäåì èìåòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}∞n=1, εn > 0, εn → 0 ; {xn}∞n=1 ⊂ X1, {µn}∞n=1

⊂ ∆ è {λn}∞n=1 ⊂ [0, 1] òàêèå, ÷òî

xn ∈ λnfεn(xn, µn) + (1− λn)F (xn, µn)

äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, ..., ãäå fεn
: X × ∆ → E � ðåãóëÿðíûå εn-

àïïðîêñèìàöèè F. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fεn
(xn, µn)} è {xn} cîäåð-

æàòñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå coF (X) è ïîýòîìó èõ ìîæíî áåç
óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ: fεn

(xn, µn) → v0, xn →
x0 ∈ X1. ßñíî, ÷òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µn} è {λn} ìû òàêæå ìî-
æåì ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìèñÿ: µn → µ0 ∈ ∆, λn → λ0 ∈ [0, 1].

Äëÿ òî÷åê xn ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå

xn = λnfεn
(xn, µn) + (1− λn)yn,

ãäå yn ∈ F (xn, µn). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè F ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}
òàêæå ñ÷èòàåì ñõîäÿùåéñÿ: yn → y0, ïðè÷åì ââèäó çàìêíóòîñòè F
ïîëó÷àåì y0 ∈ F (x0, µ0). Êàæäàÿ òî÷êà âèäà ((xn, µn), fεn(xn, µn)) ∈
X1×∆×E ëåæèò â εn-îêðåñòíîñòè ãðàôèêà ΓF , ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà (x0, µ0, v0) ïðèíàäëåæèò ýòîìó ãðàôèêó, òî åñòü v0 ∈ F (x0, µ0).
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì

x0 = λ0v0 + (1− λ0)y0 ∈ F (x0, µ0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îòñóòñòâèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê F (·, µ0) íà X1. ¥

2.2.11. Òåîðåìà. Âñÿêîå íåâûðîæäåííîå êîìïàêòíîå ìóëüòè-
ïîëå Φ = i−F, F : ∂UK → K îáëàäàåò îäíîçíà÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé
àïïðîêñèìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî â êà÷å-
ñòâå îäíîçíà÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè Φ ìîæíî âçÿòü ïî-
ëå ϕ = i − f , ãäå f : ∂UK → K - ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ε-àïïðî-
êñèìàöèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F è ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî.

Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì äàòü îöåíêó ñòåïåíè ìàëîñòè ïîäõîäÿùå-
ãî ε. Â ñàìîì äåëå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Φ(∂UK) çà-
ìêíóòî è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ðàññòîÿíèå îò íóëÿ δ ïîëîæèòåëüíî.
Òîãäà â êà÷åñòâå ε ìîæíî âçÿòü ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøå-
íèþ 0 < ε < δ/2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü fε : ∂UK → K � ðåãóëÿðíàÿ
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ε-àïïðîêñèìàöèÿ F, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òàêæå óñëîâèþ (i) Òåîðåìû
1.4.12. Ãîìîòîïèþ ìåæäó ϕε = i− fε è Φ ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé G : ∂UK × [0, 1] → Kv(K) âèäà

G(x, λ) = λfε(x) + (1− λ)F (x).

Êîìïàêòíîñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G î÷åâèäíà. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü
ëèøü, ÷òî x /∈ G(x, λ) äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK, λ ∈ [0, 1]. Ïðåäïîëîæèâ
ïðîòèâíîå, ìû áóäåì èìåòü òî÷êó x0 ∈ ∂UK, è ÷èñëî λ0 ∈ [0, 1] òàêèå,
÷òî x0 ∈ λ0fε(x0)+(1−λ0)F (x0). Cîãëàñíî óñëîâèþ (i) íàéäåì òî÷êó
x′ ∈ ∂UK òàêóþ, ÷òî ‖x′ − x0‖ < ε è fε(x0) ∪ F (x0) ⊂ Uε(F (x′)).

Íî òîãäà x0 ∈ Uε(F (x′)) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò x′ äî
F (x′) ìåíüøå 2ε < δ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà δ. ¥

Ìû ìîæåì äàòü òåïåðü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

2.2.12. Îïðåäåëåíèå. Îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïå-
íüþ

degK(Φ, ∂UK)

íåâûðîæäåííîãî êîìïàêòíîãî ìóëüòèïîëÿ Φ = i− F,

F : ∂UK → Kv(K)

íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü degK(ϕ, ∂UK) åãî
ïðîèçâîëüíîé îäíîçíà÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ϕ.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.å. òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòå-
ïåíü degK(Φ, ∂UK) íå çàâèñèò îò âûáîðà îäíîçíà÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé
àïïðîêñèìàöèè.

2.2.13. Ëåììà. Ïóñòü ϕ0 = i − f0 è ϕ1 = i − f1 - îäíîçíà÷-
íûå ãîìîòîïè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè íåâûðîæäåííîãî êîìïàêòíîãî
ìóëüòèïîëÿ Φ = i−F, F : ∂UK → Kv(K). Òîãäà ϕ0 è ϕ1 ãîìîòîïíû
â êëàññå îäíîçíà÷íûõ êîìïàêòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Îïðåäåëåíèÿ 2.2.9 âûòåêàåò, ÷òî ïîëÿ ϕ0 è
ϕ1 ãîìîòîïíû â êëàññå êîìïàêòíûõ ìóëüòèïîëåé. Ïóñòü ýòó ãîìîòî-
ïèþ îñóùåñòâëÿåò êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå áåç íåïîäâèæíûõ
òî÷åê G : ∂UK × [0, 1] → Kv(K); G(·, 0) = f0, G(·, 1) = f1.

Ñîãëàñíî Ëåììå 2.2.10, íàéäåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿ g :
∂UK × [0, 1] → K ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G òàêàÿ, ÷òî

x /∈ λg(x, µ) + (1− λ)G(x, µ)
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äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK, µ ∈ [0, 1], λ ∈ [0, 1].
Òîãäà èñêîìóþ ãîìîòîïèþ, ñâÿçûâàþùóþ ϕ0 è ϕ1, êàê íåòðóäíî

âèäåòü, ïîðîæäàåò êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå h : ∂U × [0, 1] → E,

h(x, ν) =





3νg(x, 0) + (1− 3ν)f0(x), 0 ≤ ν ≤ 1
3 ;

g(x, 3ν − 1), 1
3 ≤ ν ≤ 2

3 ;
(3− 3ν)g(x, 1) + (3ν − 2)f1(x), 2

3 ≤ ν ≤ 1,

¥
Èç äîêàçàííîé ëåììû è Ñâîéñòâà 2.2.2 âûòåêàåò, ÷òî ñòåïåíè âñåõ

îäíîçíà÷íûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé ìóëüòèïîëÿ Φ îäèíà-
êîâû, ÷òî è îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü Îïðåäåëåíèÿ 2.2.12.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííîé õàðàêòåðèñòèêè.

2.2.14. Òåîðåìà. Ñâîéñòâî íîðìàëèçàöèè. Åñëè F (x) ≡ A äëÿ
âñåõ x ∈ ∂UK, ãäå A ⊂ E - âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî

degK(i− F, ∂UK) =
{

1, åñëè A ⊂ UK,
0, åñëè A ∩ UK = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå îäíîçíà÷íîé ãî-
ìîòîïè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïîëå âèäà ϕ = i− f, ãäå f(x) ≡ x0 ∈ A.

¥

2.2.15. Òåîðåìà. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Åñëè
Φ0 ∼ Φ1, òî

degK(Φ0, ∂UK) = degK(Φ1, ∂UK).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç Îï-
ðåäåëåíèÿ 2.2.12 è ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ãîìîòîïèè. ¥

Íà äàííîì ñâîéñòâå îñíîâàí ïðèåì, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé ïðè âû-
÷èñëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè: ìóëüòèïîëå, ñòåïåíü êîòîðîãî ñëå-
äóåò ïîäñ÷èòàòü, ãîìîòîïèðóþò ê áîëåå ïðîñòîìó, äëÿ êîòîðîãî òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü ëåãêî íàõîäèòñÿ.

Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè äâà óäîáíûõ ïðèçíàêà ãîìîòîïèè ìóëüòè-
ïîëåé. Ïåðâûé ïðèçíàê óêàçûâàåò íà óñòîé÷èâîñòü òîïîëîãè÷åñêîé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé ìóëüòèïîëÿ.
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2.2.16. Òåîðåìà (Àíàëîã òåîðåìû Ðóøå). Ïóñòü K - âûïóê-
ëûé êîíóñ â E (ò.å. λK ⊂ K äëÿ âñÿêîãî λ > 0 è K + K ⊂ K).
Ïóñòü êîìïàêòíîå ìóëüòèïîëå Φ0 = i − F0, F0 : ∂UK → Kv(K)
íåâûðîæäåíî; êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F̃ : ∂UK → Kv(K)
òàêîâî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK

‖F̃ (x)‖ < min
z∈Φ0(x)

‖z‖.

Òîãäà ìóëüòèïîëå Φ1 = i−(F0+F̃ ), ñîîòâåòñòâóþùåå ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèþ F0 + F̃ , íåâûðîæäåíî è ãîìîòîïíî Φ0, à ñëåäîâàòåëüíî,

degK(Φ1, ∂UK) = degK(Φ0, ∂UK).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîòîïèþ ìóëüòèïîëåé Φ0 è Φ1 îáåñïå÷èâàåò
êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : ∂UK × [0, 1] → Kv(K), G(x, λ) =
F0(x) + λF̃ (x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x0 ∈ ∂UK, λ0 ∈
[0, 1] âûïîëíåíî x0 ∈ G(x0, λ0), òî x0 = y0 + λ0ỹ, ãäå y0 ∈ F0(x0), ỹ ∈
F̃ (x0). Íî òîãäà x0− y0 ∈ Φ0(x0) , è ‖x0− y0‖ = ‖λ0ỹ‖ ≤ ‖ỹ‖ â ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû.¥

2.2.17. Òåîðåìà (Àíàëîã òåîðåìû Ïóàíêàðå�Áîëÿ.) Ïóñòü
êîìïàêòíûå íåâûðîæäåííûå ìóëüòèïîëÿ Φ0 = i − F0, Φ1 = i − F1

íå äîïóñêàþò ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé, ò.å.
z0

‖z0‖ 6= − z1

‖z1‖
äëÿ ëþáûõ z0 ∈ Φ0(x), z1 ∈ Φ1(x), x ∈ ∂UK. Òîãäà Φ0 ∼ Φ1 è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

degK(Φ0, ∂UK) = degK(Φ1, ∂UK).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîòîïèþ ìóëüòèïîëåé Φ0 è Φ1 îáåñïå÷èâàåò
êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : ∂UK × [0, 1] → Kv(K), G(x, λ) =
λF1(x)+(1−λ)F0(x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0 ∈ G(x0, λ0) ïðè íåêîòî-
ðûõ x0 ∈ ∂UK è λ0 ∈ (0, 1), òî x0 = λ0y1 + (1− λ0)y0, ãäå y1 ∈ F1(x0),
y0 ∈ F0(x0). Íî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

x0 − y0 = − λ0

1− λ0
(x0 − y1),
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â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû.¥

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãèå ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñòåïåíè.

2.2.18. Òåîðåìà (Àääèòèâíàÿ çàâèñèìîñòü îò îáëàñòè).
Ïóñòü {UjK}j∈J - êîíå÷íîå ñåìåéñòâî îòíîñèòåëüíî îòêðûòûõ íå-
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ UK; ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : UK → Kv(K)

êîìïàêòíî è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå
UK \ ⋃

j∈J

UjK. Òîãäà

degK(i− F, ∂UK) =
∑

j∈J

degK(i− F, ∂UjK).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : ŪK → K � ðåãóëÿðíàÿ ε-àïïðîêñèìà-
öèÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F. Èç Ëåììû 2.2.10 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ε > 0
äîñòàòî÷íî ìàëî, òî f íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà UK \

⋃
j∈J

UjK è

ñóæåíèå f íà êàæäóþ èç ãðàíèö ∂UK, ∂UjK, j ∈ J ÿâëÿåòñÿ ãîìîòî-
ïè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé ñóæåíèÿ F íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíèöó.
Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç Ñâîéñòâà 2.2.3 äëÿ îäíî-
çíà÷íûõ ïîëåé. ¥

2.2.19. Òåîðåìà (Ïðèíöèï ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü
K1 - íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî E, K1 ⊂ K è
∂UK1 = ∂(U ∩ K1) 6= ∅. Åñëè êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F : ∂UK → Kv(K) íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê è F (∂UK) ⊂ K1,
òî

degK(i− F, ∂UK) = degK1(i− F, ∂UK1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ëåììå 2.2.10, ìû ìîæåì âûáðàòü ðå-
ãóëÿðíóþ ε-àïïðîêñèìàöèþ f : ∂UK1 → K ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F
òàê, ÷òî îíà áóäåò îïðåäåëÿòü ñòåïåíü degK(i−F, ∂UK) è åå ñóæåíèå
íà ∂UK1 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé F íà ýòîì
ìíîæåñòâå. Òîãäà óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì Ñâîéñòâà
2.2.4 ê f . ¥
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè.

2.2.20. Òåîðåìà. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :
UK → Kv(K) íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ∂UK è

degK(i− F, ∂UK) 6= 0.

Òîãäà F èìååò â U íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìóëüòèîòîáðàæåíèå F íå
èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 2.2.10, ìû ïîñòðîèì
òàêóþ ðåãóëÿðíóþ ε-àïïðîêñèìàöèþ f : UK → K ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ F, êîòîðàÿ íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, è åå ñóæåíèå íà ãðàíèöó
∂UK ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé ñóæåíèÿ
F íà ýòó æå ãðàíèöó. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ Ñâîéñòâî 2.2.6, ïîëó÷àåì:

degK(i− F, ∂UK) = degK(i− f, ∂UK) = 0,

â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. ¥

Ýòîò îñíîâíîé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòîå è ãåîìåòðè÷åñêè
íàãëÿäíîå äîêàçàòåëüñòâî ìíîãèõ òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ
ìóëüòèîòîáðàæåíèé. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

2.2.21. Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî UK âûïóêëî, F : UK →
Kv(K) - êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

F (x) ∩ UK 6= ∅ äëÿ âcex x ∈ ∂UK.

Òîãäà FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðàíèöà ∂UK ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó F, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü FixF ∩∂UK = ∅.
Èç Ñëåäñòâèÿ 1.3.4 âûòåêàåò, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F1 : ∂UK →
Kv(K), F1(x) = F (x)∩UK, êîìïàêòíî. Ïóñòü x0 ∈ UK - ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà; òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : ∂UK× [0, 1] →
Kv(K),

G(x, λ) =
{

(1− 2λ)F (x) + 2λF1(x), 0 ≤ λ ≤ 1
2 ;

(2− 2λ)F1(x) + (2λ− 1)x0,
1
2 ≤ λ ≤ 1,

ïîðîæäàåò ãîìîòîïèþ ìóëüòèïîëÿ i − F è ìóëüòèïîëÿ i − F0, ãäå
F0(x) ≡ x0. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ñâîéñòâà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-
ñòè è íîðìàëèçàöèè, ïîëó÷àåì

degK(i− F, ∂UK) = degK(i− F0, ∂UK) = 1,
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è îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ Òåîðåìîé 2.2.20. ¥

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áîíåíáëàñ-
òà�Êàðëèíà î íåïîäâèæíîé òî÷êå [159]:

2.2.22. Òåîðåìà. Åñëè M - âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
E è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : M → Kv(M) êîìïàêòíî, òo

FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì K = E è ïóñòü U ⊂ E - ïðîèçâîëüíîå
âûïóêëîå îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî M1 = coF (M) ⊂ M . Ïóñòü r : U → M1 - ñóùåñòâóþ-
ùàÿ â ñèëó òåîðåìû Òèòöå-Äóãóíäæè ðåòðàêöèÿ. Ðàññìîòðèì ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F1 : U → Kv(M1), F1 = F ◦ r. Îíî êîìïàêòíî (ñì.
Òåîðåìó 1.3.11) è, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2.2.21.
Ïîýòîìó FixF1 6= ∅, íî åñëè x ∈ FixF1, òî x ∈ M1, è ñëåäîâàòåëüíî
r(x) = x. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ F1(x) = F (r(x)) = F (x), òî åñòü x -
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F .¥

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà E ýòî óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùå-
åñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû Áðàóýðà (ñì. Ãëàâó 0), äîêàçàíî Ñ. Êàêóòàíè (S. Kakutani)
[239]. Åãî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ëîêàëüíî âûïóêëîãî ëèíåéíîãî òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E äàíî È. Ãëèêñáåðãîì (I.L. Glicksberg)
[210] è Êè Ôàíîì (Ky Fan) [199].

2.2.23. Çàìå÷àíèå. Ìû ìîæåì âêëþ÷èòü òåïåðü â îáùóþ ñõåìó
è ñëó÷àé ∂UK = ∅. Â ñèòóàöèè, êîãäà UK = K, åñòåñòâåííî ïîëàãàòü

degK(i− F, ∂UK) = 1.

Ïðèâåäåì åùå îäíó òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå, êîòîðàÿ äîêà-
çûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîäñ÷åòà òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè.

2.2.24. Òåîðåìà. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F : UK → Kv(K) òàêîâî, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòèïîëÿ
Φ = i− F â êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂UK âûïîëíåíî

Φ(x) ∩ {µ(x− a) | µ ≤ 0} = ∅,
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ãäå a ∈ UK - íåêîòîðàÿ òî÷êà. Òîãäà degK(Φ, ∂UK) = 1 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cóæåíèå ïîëÿ Φ íà ∂UK è îäíîçíà÷íîå ïîëå ϕ :
∂UK → E, ϕ(x) = x − a, î÷åâèäíî, íå äîïóñêàþò ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 2.2.17 è ñâîéñòâî
íîðìàëèçàöèè, ïîëó÷àåì

degK(Φ, ∂UK) = degK(ϕ, ∂UK) = 1.

¥

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó î
íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðà-
íè÷íîìó óñëîâèþ Ëåðå-Øàóäåðà.

2.2.25. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü 0 ∈ UK è êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèå F : UK → Kv(K) òàêîâî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂UK

âûïîëíåíî
F (x) ∩ {γx | γ ≥ 1} = ∅.

Òîãäà degK(i− F, ∂UK) = 1 è ñëåäîâàòåëüíî Fix F 6= ∅.

Åùå îäíèì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ
ìóëüòèîòîáðàæåíèé, "íàïðàâëåííûõ âíóòðü" íà ãðàíèöå.

2.2.26. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü UK âûïóêëî, 0 ∈ UK, êîìïàêòíîå
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : UK → Kv(K) íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê íà ∂UK è òàêîâî, ÷òî

F (x) ⊂ IUK
(x) = {y|y ∈ E, x + γ(y− x) ∈ UK äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0}

â êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂UK. Òîãäà degK(i−F, ∂UK) = 1 è ñëåäîâàòåëü-
íî FixF 6= ∅.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåîðåìó î íå÷åòíîì ïîëå.

2.2.27. Òåîðåìà. Ïóñòü K è UK � ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
íóëÿ, 0 ∈ UK. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : UK →
Kv(K) òàêîâî, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòèïîëÿ Φ = i− F
âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå

Φ(x) ∩ µΦ(−x) = ∅
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äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK è 0 ≤ µ ≤ 1. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòåïåíü
degK(Φ, ∂UK) íå÷åòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé
ε-àïïðîêñèìàöèè f ñóæåíèÿ F íà ∂UK, îòâå÷àþùåé äîñòàòî÷íî ìà-
ëîìó ε > 0, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ϕ = i − f óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

ϕ(x) 6= µϕ(−x)

äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK è 0 ≤ µ ≤ 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ïðî-
òèâíîå, ìû áóäåì èìåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿðíûõ εn-àïïðî-
êñèìàöèé fn, εn → 0 òàêèõ, ÷òî ϕn(xn) = µnϕn(−xn) äëÿ íåêîòîðûõ
xn ∈ ∂UK è µn ∈ [0, 1], ãäå ϕn = i− fn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

xn =
1

1 + µn
[fn(xn)− µnfn(−xn)].

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(xn)}, {fn(−xn)} ñîäåðæàòñÿ â îò-
íîñèòåëüíî êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå coF (∂UK), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, áåç
óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî fn(xn) → y0, fn(−xn) → z0. Ïîëàãàåì òàê-
æå, ÷òî µn → µ0 ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, xn → x0 = 1

1+µ0
(y0 − µ0z0)

è, òàêèì îáðàçîì, x0 − y0 = µ0(−x0 − z0).
Íî ïàðû (xn, fn(xn)), (−xn, fn(−xn)) ëåæàò â εn-îêðåñòíîñòè ãðà-

ôèêà ñóæåíèÿ F íà ∂UK, à òàê êàê ýòîò ãðàôèê çàìêíóò (Òåîðå-
ìà 1.2.29), òî èìååì y0 ∈ F (x0), z0 ∈ F (−x0). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Φ(x0) ∩ µ0Φ(−x0) 6= ∅, â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

Ãîìîòîïèÿ, ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì íåâûðîæäåííûõ ïîëåé ψ :
∂UK × [0, 1] → E,

ψ(x, λ) =
1

1 + λ
[ϕ(x)− λϕ(−x)],

ñâÿçûâàåò ïîëå ϕ(·) = ψ(·, 0) c íå÷åòíûì ïîëåì ψ1 = ψ(·, 1) = 1
2 [ϕ(x)−

ϕ(−x)]. Íî òîãäà, ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 2.2.5, ïîëó÷àåì, ÷òî

degK(Φ, ∂UK) = degK(ϕ, ∂UK) = degK(ψ1, ∂UK)

- íå÷åòíîå ÷èñëî, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. ¥

Îòìåòèì, ÷òî ðàçâèòèåì òåîðåìû î íå÷åòíîì ïîëå ÿâëÿþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ î âû÷èñëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ýêâèâàðèàíòíûõ (ò.å.
ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè) ìóëüòèïîëåé (ñì.,
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íàïðèìåð, [61], [62], [247]).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì èòåðà-
öèè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F : X → P (E), X ⊂ E. Ïîëîæèì F 0 := idX ,
F j(x) = F (F j−1(x)), j ≥ 1.

Äîêàæåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêóþ òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå
òèïà Ô. Áðàóäåðà (F.E.Browder) [167].1

2.2.28. Òåîðåìà. Ïóñòü U0K, U1K, UK � íåïóñòûå îòíîñè-
òåëüíî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà K, U0K ⊂ U1K ⊂ U1K ⊂ UK;
U0K è UK âûïóêëû. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F :
UK → Kv(K) òàêîâî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî m ≥ 1 âûïîëíåíû
óñëîâèÿ:

1)
⋃

1≤j≤m−1

F j(U1K) ⊂ UK;

2)
⋃

1≤j≤m−1

F j(U0K) ⊂ U1K;

3) Fm(U1K) ⊂ U0K.

Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F èìååò â ìíîæåñòâå U0K õîòÿ áû
îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ìíîæåñòâó
K̃ ⊂ K, K̃ = co(F (UK) ∪ x0), ãäå x0 ∈ U0K � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìíîæåñòâî K êîìïàêòíûì.

Îáîçíà÷èì Pj = F j(U1K), 1 ≤ j ≤ m − 1. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè
ìíîæåñòâ Pj (Òåîðåìà 1.2.35), óñëîâèÿ (1) è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåð-
õó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F, íàéäåòñÿ òàêîé êîíå÷íûé íàáîð ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë {ε1

j}m−1
j=1 , äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíî: à) Uε1

jK
(Pj) ⊂

UK, 1 ≤ j ≤ m − 1; á) F (Uε1
j−1K

(Pj−1)) ⊂ Uε1
jK

(Pj), 2 ≤ j ≤ m − 1.

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü ε′ = min
1≤j≤m−1

ε1
j , òî äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ

F1 : UK → V (K), ÿâëÿþùåãîñÿ ε′-ðàçäóòèåì ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F :

F1(x) = Fε′(x) ∩K,

à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ëþáîé ε′-àïïðîêñèìàöèè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ
F íà U1K âûïîëíåíî óñëîâèå (1) òåîðåìû. Àíàëîãè÷íûìè ñîîáðàæå-

1Àñèìïòîòè÷åñêèìè íàçûâàþò òàêèå òåîðåìû, â êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå íåïî-
äâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç ñâîéñòâ åãî èòåðàöèé.
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íèÿìè ìîæíî óêàçàòü è òàêèå ÷èñëà ε′′ > 0 è ε′′′ > 0, ÷òî äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöèé F íà U0K è U1K âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è
(3) òåîðåìû.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî F íå èìååò íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê íà ∂U1K. Òåïåðü èñïîëüçóÿ Ëåììû 1.4.13 è 2.2.10, ìû
ìîæåì âûáðàòü δ > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñóæåíèÿ δ-àï-
ïðîêñèìàöèè f ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F íà ïîäìíîæåñòâà U0K, è U1K

ÿâëÿþòñÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿìè F íà ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ, ãäå ε =
min{ε′, ε′′, ε′′′}, à âî-âòîðûõ, ñóæåíèå f íà ∂U1K ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè-
÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé F íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ñîãëàñíî [13], èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (1), (2) è (3) äëÿ îòîáðàæå-
íèÿ f âûòåêàåò

degK(i− f, ∂U1K) = 1,

íî òîãäà è
degK(i− F, ∂U1K) = 1,

÷òî è âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè F â
U1K. Òî, ÷òî ôàêòè÷åñêè âñå òàêèå òî÷êè ïðèíàäëåæàò U0K, ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ (3). ¥

2.3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ
òî÷åê.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî âàæíûõ äëÿ
äàëüíåéøåãî ñâîéñòâ ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê êîìïàêòíûõ ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé.

2.3.1. Òåîðåìà. Ïóñòü X - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà E è F : X → K(E) - çàìêíóòîå ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå òàêîå, ÷òî îáðàç F (Ω) êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà
Ω ⊂ X îòíîñèòåëüíî êîìïàêòåí. Åñëè ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ
òî÷åê FixF îãðàíè÷åíî, òî îíî êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàìêíóòîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F ñëåäó-
åò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà FixF. Òîãäà åãî êîìïàêòíîñòü ñëåäóåò èç
ñîîòíîøåíèÿ

FixF ⊂ F (FixF ).

¥
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Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ îò ïàðàìåòðà.

2.3.2. Òåîðåìà. Ïóñòü X - çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà E; Λ - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è G : X×Λ → K(E)
- çàìêíóòîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêò-
íîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ Λ ìíîæåñòâî G(X ×∆) îòíîñèòåëüíî êîì-
ïàêòíî. Ïóñòü

F(λ) := FixG(·, λ) 6= ∅
äëÿ âñåõ λ ∈ Λ. Òîãäà ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Λ → P (E) ïîëóíå-
ïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî ìû ìîæåì íàéòè
òî÷êó λ0 ∈ Λ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn}∞n=1 ⊂ Λ, λn → λ0, {xn}∞n=1 ⊂
X òàêèå, ÷òî

xn ∈ F(λn) \ V

äëÿ âñåõ n, ãäå V - íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà F(λ0). Ïîñêîëü-
êó xn ∈ G(xn, λn) äëÿ âñåõ n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn}∞n=1 îòíîñè-
òåëüíî êîìïàêòíà, èç óñëîâèÿ òåîðåìû ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn}∞n=1 òàêæå îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ÷òî xn → x0 ∈ X.
Íî òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G ìû ïîëó÷àåì
x0 ∈ G(x0, λ0), òî åñòü x0 ∈ F(λ0), ÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå. ¥

Äëÿ ïðîâåðêè íåïóñòîòû ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê F(λ) ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ïðèíöèïû íåïîäâèæíîé òî÷êè, îïèñàííûå â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. Óäîáíóþ âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿåò òàêæå ñëåäóþ-
ùåå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè.

2.3.3. Òåîðåìà. Ïóñòü Λ - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî;
G : ∂UK × Λ → Kv(K) - ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ Λ ìíîæå-
ñòâî G(∂UK×∆) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî
λ0 ∈ Λ âûïîëíåíî FixG(·, λ0) = ∅. Òîãäà äëÿ âñåõ λ ∈ Λ, äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê λ0, ñòåïåíü

degK(i−G(·, λ), ∂UK)

îïðåäåëåíà è ñîâïàäàåò ñ degK(i−G(·, λ0), ∂UK).
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Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ âñåõ λ ∈ Λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê λ0, ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå Gλ : ∂UK × [0, 1] → Kv(K),

Gλ(x, µ) = µG(x, λ) + (1− µ)G(x, λ0)

îïðåäåëÿåò ãîìîòîïèþ, ñâÿçûâàþùóþ êîìïàêòíûå ìóëüòèïîëÿ i −
G(·, λ0) è i − G(·, λ). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè
áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn}∞n=1 ⊂ Λ, λn → λ0, {µn}∞n=1 ⊂ [0, 1], µn →
µ0 ∈ [0, 1] è {xn}∞n=1 ⊂ ∂UK òàêèå, ÷òî

xn ∈ Gλn
(xn, µn)

äëÿ âñåõ n.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñîäåðæèòñÿ â îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîì

ìíîæåñòâå coG({xn} × {λn}), ïîýòîìó ìû áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî xn → x0 ∈ ∂UK. Íåòðóäíî âèäåòü (ñì. Ðàçäåë
1.3), ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gλ(x, µ) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è, ñëå-
äîâàòåëüíî, çàìêíóòî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ λ, x è µ. Òîãäà,
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî

x0 ∈ Gλ0(x0, µ0) = G(x0, λ0),

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñâîéñòâî
ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè (Òåîðåìà 2.2.15). ¥

2.3.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Λ - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; G :
UK × Λ → Kv(K) - ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèå
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ∆ ⊂ Λ ìíîæåñòâî
G(UK×∆) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî λ0 ∈ Λ
âûïîëíåíî FixG(·, λ0)∩∂UK = ∅ è degK(i−G(·, λ0), ∂UK) 6= 0. Òîãäà
äëÿ âñåõ λ ∈ Λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê λ0, ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F(λ) = FixG(·, λ)

îïðåäåëåíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

2.4. Òåîðåìà Áðàóäåðà�Ôàíà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
è âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðàñïðîñòðàíå-
íà, ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ âûøå, è íà ìíîãèå äðóãèå êëàññû ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðèìåðîâ. Ïðèâîäèìûé äàëåå
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èçÿùíûé ðåçóëüòàò (ñì. [168], [200]) èíòåðåñåí òåì, ÷òî ñïðàâåäëèâ â
ïðîèçâîëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå è íå òðåáóåò
çàìêíóòîñòè çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ.

2.4.1. Òåîðåìà. Ïóñòü M � íåïóñòîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X è ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå F : M → Pv(M) òàêîâî, ÷òî ïðîîáðàçû F−1

− (y) �
îòíîñèòåëüíî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà M äëÿ êàæäîãî y ∈ M.
Òîãäà FixF 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè M íàéäåòñÿ òàêîå êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê y1, ..., yn èç M, ÷òî ìíîæåñòâà F−1

− (yi), i =
1, ..., n îáðàçóþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà M. Ïîñêîëüêó êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî ïàðàêîìïàêòíî, ïóñòü p1, ..., pn � ïîä÷èíåííîå äàííîìó ïîêðû-
òèþ ðàçáèåíèå åäèíèöû (ñì. Ãëàâó 0).

Ïóñòü M0 = co{y1, ..., yn}. Òîãäà M0 � âûïóêëûé êîìïàêò â êîíå÷-
íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X0 = sp{y1, ..., yn}. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f : M0 → M0 çàäàííîå êàê

f(x) =
n∑

i=1

pi(x)yi.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì F íà ìíîæåñòâå M0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè pi(x) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ M0, òî ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî x ∈ F−1

− (yi) èëè yi ∈ F (x), à ñëåäîâàòåëüíî f(x) ∈ F (x) â ñèëó
âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà F (x). Ñîãëàñíî òåîðåìå Áðàóýðà, îòîáðàæå-
íèå f äîëæíî èìåòü íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, áóäåò è
íåïîäâèæíîé òî÷êîé F. ¥

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó.

Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì <,>; M � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X è t : M → X �
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

2.4.2. Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ M òàêàÿ, ÷òî

< t(x0), x0 − x > ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ M.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî, äëÿ êàæäîé òî÷-
êè x0 ∈ M íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ M òàêàÿ, ÷òî

< t(x0), x0 − x > < 0.

Òîãäà çàäàäèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : M → Pv(M) ôîðìóëîé

F (x0) = {x ∈ M |< t(x0), x0 − x > < 0}.

Íåòðóäíî âèäåòü (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ t è ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ), ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Òåîðåìû 2.4.1 è ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî îáëàäàòü íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. ¥

Ïîìèìî âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, Òåîðåìà 2.4.1 è åå ìíîãî÷èñ-
ëåííûå îáîáùåíèÿ íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ íåëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (òåîðåìû òèïà Êíàñòåðà�Êóðàòîâ-
ñêîãî�Ìàçóðêåâè÷à), òåîðèè èãð (ìèíèìàêñíûå ñîîòíîøåíèÿ) è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè (ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå è îïòèìóì ïî Ïàðåòî)
(ñì., íàïðèìåð, îáçîð [23] è ìîíîãðàôèþ [329]).
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Ãëàâà 3. Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ è
óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû.
3.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ. Íåêîòîðûå
ïðèìåðû.
Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ èíîãäà (íå âïîëíå òî÷íî) íàçûâàþò
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Â
äîñòàòî÷íî îáùåé ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

x′(t) ∈ F (t, x(t)),

ãäå F - íåêîòîðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé îòíîñèòñÿ
ê òðèäöàòûì ãîäàì ïðîøëîãî âåêà. Ïèîíåðñêèìè ðàáîòàìè ýòîãî íà-
ïðàâëåíèÿ ÿâèëèñü èññëåäîâàíèÿ ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà À.Ìàð-
øî (A.Marchaud) [271] - [274] è ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Ñ.Çàðåìáû
(S.K.Zaremba) [330], [331]. Â ýòèõ ñòàòüÿõ áûëè äîêàçàíû òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ "äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîíòèíãåíöèÿõ
è ïàðàòèíãåíöèÿõ" è îïèñàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé. Äàííûå
ðàáîòû æäàëà ñóäüáà ìíîãèõ âûäàþùèõñÿ îòêðûòèé, îïåðåäèâøèõ
ñâîé ÷àñ � íà êàêîå-òî âðåìÿ î íèõ çàáûëè. Îòìåòèì âïðî÷åì, ÷òî â
ñîðîêîâûõ-ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ èçó÷à-
ëèñü è èñïîëüçîâàëèñü â ñòàòüÿõ À.Ä. Ìûøêèñà [84], [85].

Ñî âðåìåíåì âûÿñíèëîñü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ óäîáíûì àïïàðàòîì äëÿ îïèñàíèÿ íåÿâíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Â ñàìîì äåëå, ñî-
îòíîøåíèÿ âèäà

f(t, x(t), x′(t)) = 0

èëè
f(t, x(t), x′(t)) ≥ 0

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

x′(t) ∈ F (t, x(t)),

ãäå ìóëüòèîòîáðàæåíèå F îïðåäåëåíî êàê

F (t, x) = {z : f(t, x, z) = 0}
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èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

F (t, x) = {z : f(t, x, z) ≥ 0}.
Ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ è äëÿ èçó÷å-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ èçâåñòíà
ëèøü ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè èëè ïîäâåðæåíà ñèñòåìàòè÷å-
ñêèì âîçìóùåíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå îïèñàíèå äîñòè-
ãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ âèäà

x′(t) ∈ f(t, x(t)) + εB,

ãäå B - íåêîòîðûé øàð.

Îäíàêî "çâåçäíûé ÷àñ" òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
ïðîáèë íà ðóáåæå ïÿòèäåñÿòûõ-øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ, êîãäà (ïðåæäå
âñåãî, â ðàáîòàõ À.Ô. Ôèëèïïîâà [121] è Ò. Âàæåâñêîãî (T. Wa
zewski)
[324], [325]) âûÿñíèëàñü ãëóáîêàÿ è åñòåñòâåííàÿ ñâÿçü äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì
óïðàâëåíèÿ â ãîäû ïîñëå Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû áûë âûçâàí îñòðûìè
ïîòðåáíîñòÿìè íîâûõ òåõíîëîãèé, àâèàöèè, êîñìîíàâòèêè, ýíåðãåòè-
êè. Èìåííî â ýòîò ïåðèîä âîçíèêàþò òàêèå îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îï-
òèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ, êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîí-
òðÿãèíà, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Áåëëìàíà è äð.

Äîñòàòî÷íî àäåêâàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñîîòíîøåíèÿì òèïà

{
x′(t) = f(t, x(t), u(t)) (3.1)
u(t) ∈ U(t, x(t)) (3.2)

ãäå ôóíêöèÿ f õàðàêòåðèçóåò äèíàìèêó ñèñòåìû, x � åå òðàåêòîðèÿ,
à u(t) � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t
âûáèðàåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
U , çàâèñÿùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, êàê îò âðåìåíè, òàê è îò ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå U íàçûâàþò ìóëüòèôóíêöèåé îáðàòíîé
ñâÿçè. Óïðàâëåíèå u îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ â êëàññå èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó ðåãóëèðîâêè âðàùåíèÿ âîêðóã íåêî-
òîðîé îñè êîñìè÷åñêîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, ñíàáæåííîãî äâèãàòå-
ëÿìè óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü ρ � ìîìåíò èíåðöèè àïïàðàòà îòíîñèòåëüíî
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îñè âðàùåíèÿ, ω(t) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t,
u(t) - ìîìåíò ñèë, ñîçäàâàåìûõ äâèãàòåëÿìè óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî îñè âðàùåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå âðàùåíèå àïïàðàòà,
áóäåò èìåòü âèä

ρω′(t) = u(t).

Ïðè èçó÷åíèè äàííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå
âîçìîæíîñòåé äâèãàòåëåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (ýòî ìîæåò áûòü âû-
çâàíî, íàïðèìåð, ïîñòåïåííûì ïàäåíèåì äàâëåíèÿ â áàëëîíàõ ñ ðà-
áî÷èì âåùåñòâîì). Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëÿþùèé ìîìåíò ïîäâåðæåí
îãðàíè÷åíèÿì u(t) ∈ U(t), ãäå U - íåêîòîðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå.

Ïðè áîëåå òîíêèõ ðàñ÷åòàõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå è çàâè-
ñèìîñòü âîçìîæíîñòåé óïðàâëåíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ÷òî è îò-
ðàæàåòñÿ âûáîðîì ìóëüòèôóíêöèè îáðàòíîé ñâÿçè.

Âåðíåìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1),(3.2). Êî-
íå÷íî, åñëè ïàðà (x(t), u(t)) çàäàåò òðàåêòîðèþ ñèñòåìû è ðåàëèçóþ-
ùåå åå óïðàâëåíèå, òî òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àññîöèèðîâàí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ f(t, x(t), U(t, x(t))). (3.3)

Îäíàêî îáðàòíûé ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ (3.3) ê ñèñòåìå (3.1), (3.2)
ñîâñåì íå î÷åâèäåí. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé (3.1)-(3.2) è (3.3),
ò.å. òîò ôàêò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x âêëþ÷åíèÿ (3.3) íàéäåòñÿ
òàêàÿ èçìåðèìàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò åãî êàê
òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (3.1)-(3.2), óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû
Ôèëèïïîâà (ñì. Òåîðåìó 1.5.15). Ìû ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ íèæå â
Ðàçäåëå 3.4.

Åùå îäíèì âàæíûì è ñâîåâðåìåííûì ïðèìåíåíèåì, êîòîðîå íà-
øëè äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ, ÿâè-
ëîñü èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ (ñì. [122],
[125]). Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðàâàÿ
÷àñòü, êàê ïðàâèëî íåïðåðûâíà ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì. Åñëè æå
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçðûâíà, òî óðàâíåíèå ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ óæå
â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, çàäà÷à Êîøè

x′(t) =
{

1, x < 0,
−1, x ≥ 0
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x(0) = 0,

êàê ëåãêî âèäåòü, íå èìååò ðåøåíèÿ â îáû÷íîì âèäå.
Îäíàêî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè

÷àñòÿìè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Áîëüøîå
÷èñëî çàäà÷ ìåõàíèêè è ýëåêòðîòåõíèêè ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì òà-
êîãî ðîäà, ïîñêîëüêó ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ñèëà ñóõî-
ãî òðåíèÿ èëè ñêà÷êîîáðàçíûå õàðàêòåðèñòèêè ìíîãèõ ýëåêòðîííûõ
óñòðîéñòâ. Åùå îäíîé ìîòèâàöèåé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ðàçðûâíûõ ïðà-
âûõ ÷àñòåé ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íåïðå-
ðûâíà, íî äîñòàòî÷íî ñëîæíà, òî áûâàåò ïîëåçíî àïïðîêñèìèðîâàòü
åå ïðîñòûìè ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè, òèïà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ èëè
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ìîäåëü àâòîïèëîòà.
Ïóñòü ϕ - óãîë ìåæäó æåëàåìûì íàïðàâëåíèåì ñàìîëåòà è ðåàëü-
íûì. Åñëè ýòîò óãîë äîñòàòî÷íî ìàë, òî óãëîâîå äâèæåíèå ñàìîëåòà
îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ϕ′′ = −kϕ′ + τ(ϕ),

ãäå τ - âðàùàþùèé ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé ñòàáèëèçèðóþùèì óñòðîé-
ñòâîì ïî ïðîñòîìó ïðèíöèïó:

τ(ϕ) =
{

T, ϕ < 0,
−T, ϕ > 0.

Îäèí èç ïîäõîäîâ, ïðåäëîæåííûé äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé òàêîãî
ðîäà áûë î÷åíü åñòåñòâåíåí: çàìåíèòü ðàçðûâíóþ ïðàâóþ ÷àñòü f(x)
íà ìíîãîçíà÷íóþ, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

F (x) =
⋂
ε>0

cof(Bε(x)).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàöèÿ òàêîãî ðîäà íå èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ
f(x), åñëè x - òî÷êà íåïðåðûâíîñòè, íî "çàêëåèâàåò äûðû" â òî÷êàõ
ðàçðûâà: òàê, íàïðèìåð, óêàçàííàÿ âûøå ôóíêöèÿ τ(ϕ) ïîñëå äàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå [−T, T ] ïðè ϕ = 0.

Åñòåñòâåííî íàçâàòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ F (x(t))

îáîáùåííûì ðåøåíèåì èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x′(t) = f(x(t))
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ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è ýòîò ïîäõîä îêàçàëñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïëî-
äîòâîðíûì. Äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòè f
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F îêàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó íåçàâè-
ñèìî îò êëàññà ôóíêöèè f è ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ òåõíèêó òåîðåì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è äðóãèå ìåòîäû (ñì., íàïðèìåð, Òåîðåìó 3.2.15 íèæå).

Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà÷è âîç-
íèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì íå òîëüêî ïðè îïèñàíèè òåõíè÷åñêèõ
èëè òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì. Ïðèâåäåì ïðèìåð èç ñôåðû ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ýêîíîìèêè. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè òèïà
Íåéìàíà�Ãåéëà.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðè-
çóåòñÿ íåêîòîðûì n - ìåðíûì âåêòîðîì x. Êîìïîíåíòàìè âåêòîðà x
ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâà âñåâîçìîæíûõ ïðîäóêòîâ, èìåþùèõñÿ â äàííûé
ìîìåíò â ñèñòåìå. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèþ ïðîäóêòà çäåñü ïðèäàåòñÿ
äîñòàòî÷íî øèðîêèé ñìûñë - ýòî ìîãóò áûòü íå òîëüêî îáû÷íûå ïðî-
äóêòû, íî è âèäû ïðèðîäíûõ è òðóäîâûõ ðåñóðñîâ, ôîíäîâ, óñëóã è
ò.ä. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè x ∈ Rn â ìîìåíò t çàäà-
íî ìíîæåñòâî A(x) ⊂ Rn ñîñòîÿíèé, â êîòîðûå ýêîíîìèêà ìîæåò ïå-
ðåéòè â ìîìåíò âðåìåíè t+1. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ
ìîäåëü çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ìóëüòèîòîáðàæåíèåì A : Rn → P (Rn),
õàðàêòåðèçóþùèì ïðîèçâîäñòâåííûå âîçìîæíîñòè ñèñòåìû. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû {x(t0 + k)}∞k=0 â ìîìåíòû âðåìåíè
{t0 + k}∞k=0 íàçûâàåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêè äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé ñè-
ñòåìû, åñëè

x(t + 1) ∈ A(x(t))

äëÿ âñåõ t = t0 + k, k = 0, 1, ....
Òåïåðü ïåðåéäåì îò äàííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ê ìîäåëè, ôóíê-

öèîíèðóþùåé â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ
ïåðåðàáîòêè ïðîäóêòîâ ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî (ò.å. â ìîìåíò t + τ ,
τ ∈ (0, 1), ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ëþáûì èç
âåêòîðîâ ìíîæåñòâà (1− τ)x(t) + τAx(t). Òîãäà

x(t + τ)− x(t)
τ

∈ (1− τ)x(t) + τA(t)− x(t)
τ

= Ax(t)− x(t).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè τ → 0, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå
âêëþ÷åíèå, îïèñûâàþùåå íåïðåðûâíóþ äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû

x′(t) ∈ A(x(t))− x(t).
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3.2. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ
ðåøåíèé.

Â ýòîì ðàçäåëå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå:

{
x′(t) ∈ F (t, x(t)) (3.4)
x(t0) = x0, (3.5)

ãäå F : I × Rn → K(Rn) - íåêîòîðîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå, I = [t0, T ] -
íåêîòîðûé èíòåðâàë âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ñíàáæåííûé ìåðîé Ëåáå-
ãà.

Çàäà÷ó (3.4) - (3.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ F è âêëàäûâàÿ ðàçëè÷íûé
ñìûñë â ïîíÿòèå åå ðåøåíèÿ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, êëàñ-
ñè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïîëàãàÿ ôóíêöèþ x âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé è
òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (3.4) â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà I. Ìû,
îäíàêî, âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ðåøåíèÿ â
ñìûñëå Êàðàòåîäîðè. Áîëåå òî÷íî ãîâîðÿ, äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäå-
ëåíèå.

3.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.4)-(3.5) íà íåêî-
òîðîì ïðîìåæóòêå [t0, τ ], t0 < τ ≤ T íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ x : [t0, τ ] → Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
(3.5) è âêëþ÷åíèþ (3.4) ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà [t0, τ ].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ðàç-
âèòûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìåòîäû íåïîäâèæíîé òî÷êè, îñíîâûâàÿñü
íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì íàáëþäåíèè, ïðîâåðêó ñïðàâåäëèâîñòè êîòî-
ðîãî ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå F ñóïåðïîçèöèîííî ñåëåêòèðóåìî è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè (F3) (ñì. Îïðåäåëåíèÿ 1.5.21 è
1.5.25). Òîãäà îïðåäåëåí èíòåãðàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð (ñð. 1.5.33):

j ◦ PF : C([t0, τ ];Rn) → P (C([t0, τ ];Rn)).

3.2.2. Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ x : [t0, τ ] → Rn, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (3.4)-(3.5) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé ìóëüòèîïåðàòîðà

JF : C([t0, τ ];Rn) → P (C([t0, τ ];Rn)),
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JF = x0 + j ◦ PF .

Â äàëüíåéøåì âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
ìóëüòèîïåðàòîðà JF .

3.2.3. Ëåììà. Îáðàç JF (Ω) ⊂ C([t0, τ ];Rn) ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà Ω ⊂ C([t0, τ ];Rn) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì êîìïàêòíîñòè Àðöå-
ëà�Àñêîëè (ñì. Ãëàâó 0). Ïóñòü y ∈ JF (Ω) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y èìååò âèä

y(t) = x0 +
∫ t

t0

f(s)ds,

ãäå f ∈ PF (x), x ∈ Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, τ ] èìååì

|y(t)| ≤ |x0|+
∫ t

t0

|f(s)|ds ≤ |x0|+
∫ τ

t0

νΩds,

ò.å. ìíîæåñòâî JF (Ω) îãðàíè÷åíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ [t0, τ ]:

|y(t2)− y(t1)| = |
∫ t2

t1

f(s)ds| ≤
∫ t2

t1

|f(s)|ds ≤
∫ t2

t1

νΩds,

ò.å. ìíîæåñòâî JF (Ω) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. ¥

Ìû ìîæåì äîêàçàòü òåïåðü ñëåäóþùóþ ëîêàëüíóþ òåîðåìó ñóùå-
ñòâîâàíèÿ.

3.2.4. Òåîðåìà.Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I×Rn → Kv(Rn)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
F1) äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, x) : I → Kv(Rn) èìå-
åò èçìåðèìîå ñå÷åíèå;
F2) äëÿ µ-ï.â. t ∈ I ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·) : Rn → Kv(Rn) ïî-
ëóíåïðåðûâíî ñâåðõó
è óñëîâèþ èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè (F3).

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå τ, t0 < τ ≤ T, ÷òî çàäà÷à Êîøè (3.4)-(3.5)
èìååò ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [t0, τ ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = BR(x0) ⊂ C(I;Rn) - çàìíóòûé øàð
ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0(t) ≡ x0 è νB

- ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïî óñëîâèþ (F3) ôóíêöèÿ. Ïóñòü òåïåðü τ,
0 < τ ≤ T äîñòàòî÷íî ìàëî äëÿ òîãî, ÷òîáû

∫ τ

t0

νB(s)ds ≤ R.

Òîãäà "ñóæàÿ"øàð B = BR(x0) íà ïðîñòðàíñòâî C([t0, τ ];Rn), ìû,
î÷åâèäíî, áóäåì èìåòü

JF (B) ⊂ B.

Èç Ñëåäñòâèÿ 1.5.34, î÷åâèäíî, âûòåêàåò çàìêíóòîñòü ìóëüòèîïåðà-
òîðà JF : B → Cv(B), à èç Ëåììû 3.2.3 è Òåîðåìû 1.2.32 - åãî êîì-
ïàêòíîñòü. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òåîðåìó Áîíåíáëàñòà�Êàðëèíà (Òåîðå-
ìà 2.2.22), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå JF èìååò íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó, ÷òî â ñèëó Òåîðåìû 3.2.2 è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî. ¥

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íàì ïî-
íàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå îá èíòåãðàëüíûõ íåðâåíñòâàõ, èçâåñòíîå ïîä
íàçâàíèåì ëåììû Ãðîíóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [126], Òåîðåìà III.1.1)

3.2.5. Ëåììà. Ïóñòü u, v : [a, b] → R - íåïðåðûâíûå íåîòðèöà-
òåëüíûå ôóíêöèè; C ≥ 0 - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ è

v(t) ≤ C +
∫ t

a

u(s)v(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Òîãäà
v(t) ≤ Ce

R t
a

u(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Çàìåíèì òåïåðü óñëîâèå èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïðàâîé ÷à-
ñòè (F3) áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì ïîäëèíåéíîãî ðîñòà

F3′) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ α ∈ L1
+(I), ÷òî

‖F (t, x)‖ ≤ α(t)(1 + ‖x‖)

äëÿ âñåõ x ∈ Rn è ï.â. t ∈ I.
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Ìû ìîæåì òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü ãëîáàëüíóþ òåîðåìó ñóùåñòâî-
âàíèÿ.

3.2.6. Òåîðåìà.Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I×Rn → Kv(Rn)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1), (F2) è (F3′). Òîãäà çàäà÷à Êîøè (3.4)-
(3.5) èìååò ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [t0, T ].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

3.2.7. Ëåììà. Ïðè óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.2.6 ìíîæåñòâî ðåøåíèé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà çàäà÷ Êîøè

{
x′(t) ∈ λF (t, x(t)), t ∈ I, λ ∈ [0, 1] (3.6)
x(t0) = x0, (3.7)

àïðèîðè îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è (3.6)-(3.7) ïðè íåêîòîðîì λ ∈ [0, 1], èìååò âèä

x(t) = x0 + λ

∫ t

t0

f(s)ds,

ãäå f ∈ PF (x). Íî òîãäà äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè v(t) = |x(t)| èìååì
ñëåäóþùóþ îöåíêó:

v(t) ≤ |x0|+ λ

∫ t

t0

|f(s)|ds ≤ |x0|+
∫ t

t0

α(s)(1 + |x(s)|)ds ≤

≤ |x0|+
∫ T

t0

α(s)ds +
∫ t

t0

α(s)v(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.2.5, ïîëó÷àåì

|x(t)| ≤ Ce
R T

t0
α(s)ds

, t ∈ [t0, T ],

ãäå C = |x0|+
∫ T

t0
α(s)ds. ¥

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2.6. Ðàññìîòðèì âûïóêëîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî K ⊂ C(I;Rn),

K = {y ∈ C(I;Rn) | y(t0) = x0}.
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Â ñèëó Ëåììû 3.2.7 ìû ìîæåì óêàçàòü îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå îãðà-
íè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî UK, ñîäåðæàùåå âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6)-
(3.7). (Çàìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òîì ÷èñëå è ôóíêöèþ
x0(t) ≡ x0, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðè λ = 0).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå

GF : UK × [0, 1] → Kv(K),

GF (x, λ) = x0 + λj ◦ PF (x)

êîìïàêòíî è, êðîìå òîãî, x /∈ GF (x, λ) äëÿ âñåõ (x, λ) ∈ ∂UK × [0, 1],
èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òàêàÿ ôóíêöèÿ x ÿâëÿëàñü áû ðåøåíèåì çà-
äà÷è (3.6)-(3.7). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî GF îïðåäåëÿåò ãîìî-
òîïèþ ìóëüòèïîëåé i − GF (·, 1) = i − JF è i − GF (·, 0) = i − x0 íà
∂UK.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ñâîéñòâà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè è íîð-
ìàëèçàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè (Òåîðåìû 2.2.15 è 2.2.14), ìû ïî-
ëó÷àåì

degK(i− JF , ∂UK) = degK(i− x0, ∂UK) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì îáùåãî ïðèíöèïà íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè (Òåîðåìà 2.2.20) è Òåîðåìû 3.2.2. ¥

Äàííàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà
î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

3.2.8. Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 3.2.6 ëþáîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.4), (3.5) íà ïðîìåæóòêå [t0, τ ], t0 < τ < T
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ðåøåíèÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå [t0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̃ � íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.4), (3.5)
íà ïðîìåæóòêå [t0, τ ]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

{
x′(t) ∈ F (t, x(t))
x(τ) = x̃(τ).

Â ñèëó Òåîðåìû 3.2.6, ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå x íà ïðîìåæóòêå
[τ, T ]. Ñîåäèíÿÿ ðåøåíèÿ x̃ è x, ïîëó÷àåì èñêîìîå ïðîäîëæåíèå. ¥

Ïðèìåíåííûé îïåðàòîðíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò òåïåðü ïîëó÷èòü ðÿä
òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè â êà÷åñòâå
ïðÿìûõ ñëåäñòâèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü â çàäà÷àõ
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îïòèìèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñ ïîìîùüþ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé (ñì. Ðàçäåë 3.4.)

3.2.9. Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 3.2.6 ìíîæå-
ñòâî Σ(x0) ⊂ C(I;Rn) êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç Òåîðåì 3.2.2,
2.3.1 è Ëåìì 3.2.3 è 3.2.7. ¥

Èñïîëüçóÿ Ïðèìåð 1.2.22 (á), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

3.2.10. Ñëåäñòâèå.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 3.2.6 ìóëü-
òèôóíêöèÿ Π : I → K(Rn),

Π(t) = Σ(x0)(t) = {x(t) | x ∈ Σ(x0)}

íåïðåðûâíà.

3.2.11. Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ Òåîðåìû
3.2.6 ìíîæåñòâî ðåøåíèé Σ(x0) ñâÿçíî, à ñëåäîâàòåëüíî ñâÿçíû è âñå
ìíîæåñòâà Π(t), t ∈ I (ñì., íàïðèìåð, [187], [112], [131], [191], [215]). Î
áîëåå òîíêèõ ñâîéñòâàõ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà Σ(x0)
ñì. ðàçäåë "Áèáëèîãðàôè÷åñêèå óêàçàíèÿ è äîïîëíåíèÿ".

Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

3.2.12. Òåîðåìà. Ïðè óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.2.6 ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå Σ : Rn → K(C(I;Rn)) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèîïåðàòîð JF êàê
ìóëüòèîòîáðàæåíèå îò äâóõ ïåðåìåííûõ � ôóíêöèè x ∈ C(I;Rn) è
ïàðàìåòðà x0 ∈ Rn, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ìóëüòèîòîáðàæåíèå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2.3.2. ¥

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü Òåîðåìó 2.3.2 è äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðî-
ñà î çàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðà.

Ïóñòü Λ - íåêîòîðûé êîìïàêò è ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × Rn ×
Λ → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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F1λ) äëÿ êàæäûõ x ∈ Rn, λ ∈ Λ ìóëüòèôóíêöèÿ F (·, x, λ) : I →
Kv(Rn) èìååò èçìåðèìîå ñå÷åíèå;
F2λ) äëÿ µ-ï.â. t ∈ I ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (t, ·, ·) : Rn ×Λ → Kv(Rn)
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;
F3′λ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ α ∈ L1

+(I), ÷òî

‖F (t, x, λ)‖ ≤ α(t)(1 + ‖x‖)
äëÿ âñåõ x ∈ Rn, λ ∈ Λ è ï.â. t ∈ I.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî λ ∈ Λ ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìóëü-
òèîïåðàòîð

JFλ
= x0 + j ◦ PFλ

,

ãäå Fλ(t, x) = F (t, x, λ).

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïðåäøåñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé, ìîæíî ëåãêî
óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

3.2.13. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊂
C(I;Rn) ñåìåéñòâî ìóëüòèîïåðàòîðîâ

G : Ω× Λ → Kv(C(I;Rn)), G(·, λ) = JFλ

êîìïàêòíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé:

{
x′(t) ∈ F (t, x(t), λ), t ∈ I, λ ∈ Λ (3.8)
x(t0) = x0, (3.9)

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìû 2.3.2, 3.2.6 è 3.2.13, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-
ùåìó âûâîäó.

3.2.14. Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (F1λ), (F2λ) è (F3′λ)
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè (3.8)-(3.9) èìååò íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé Σλ(x0) äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λ è ìóëüòèîòîáðàæåíèå
Ξ : Λ → K(C(I;Rn)),

Ξ(λ) = Σλ(x0)

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü (íå ñòðåìÿñü ê ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè) â êà-
÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðà-
âîé ÷àñòüþ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

3.2.15. Òåîðåìà. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn îãðàíè÷åíî
íà îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ Rn. Òîãäà çàäà÷à Êîøè

{
x′(t) = f(x(t)), (3.10)
x(t0) = x0, (3.11)

èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [t0, τ ], τ > t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì (ñì. Ðàçäåë 3.1), ÷òî îáîáùåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (3.10)-(3.11) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

{
x′(t) ∈ F (x(t)), (3.12)
x(t0) = x0, (3.13)

ãäå
F (x) =

⋂
ε>0

cof(Bε(x)).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F èìååò íåïóñòûå âûïóê-
ëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Rn è òàêæå îãðàíè÷åíî
íà îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ.

Â ñèëó ýòîãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìóëü-
òèîòîáðàæåíèÿ F äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü åãî çàìêíóòîñòü. Ïóñòü çàäà-
íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk → x∗, yk ∈ F (xk), yk → y∗.

Áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

εk = 2‖xk − x∗‖ → 0

ìîíîòîííî óáûâàþùåé.
Ïîñêîëüêó

yk ∈ F (xk) =
⋂
ε>0

cof(Bε(xk))

ïîëó÷àåì, ÷òî
yk ∈ cof(Bε(xk))

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Äëÿ çàôèêñèðîâàííîãî k âîçüìåì òåïåðü ε > 0
ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû

Bε(xk) ⊂ Bεk
(x∗).
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Òîãäà
yk ∈ cof(Bεk

(x∗)) k = 1, 2, ...

Ïîñêîëüêó øàðû Bεk
(x∗) k = 1, 2, ... âëîæåíû äðóã â äðóãà, ìû òîãäà

ïîëó÷àåì, ÷òî, åñëè çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðîå k = m, òî
yk ∈ cof(Bεm

(x∗))

äëÿ âñåõ k ≥ m. Íî òîãäà è
y∗ ∈ cof(Bεm

(x∗)).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè m ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
y∗ ∈ F (x∗).

Òåïåðü ê çàäà÷å (3.12)-(3.13) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü Òåîðåìó 3.2.4. ¥

Èñïîëüçóÿ òîò æå ìåòîä è Òåîðåìó 3.2.6, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü
è ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.10)-(3.11) íà ïðîèç-
âîëüíîì ïðîìåæóòêå [t0, T ] â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè îòîáðàæåíèÿ f .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (3.4)-
(3.5) â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü F ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó (ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.5.35) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíòåãðàëüíîé îãðàíè-
÷åííîñòè (F3). Êàê ìû çíàåì èç Òåîðåìû 1.5.36, â ýòîì ñëó÷àå ìóëü-
òèîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè PF : C(I;Rn) → C(L1(I;Rn) ïîëóíåïðåðû-
âåí ñíèçó. Êðîìå òîãî PF , î÷åâèäíî, èìååò ðàçëîæèìûå çíà÷åíèÿ (ñì.
Îïðåäåëåíèå 1.4.7). Òîãäà, â ñèëó Òåîðåìû 1.4.8, ìóëüòèîïåðàòîð PF

èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå
ρF : C(I;Rn) → L1(I;Rn).

Íî òîãäà íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ιF : C(I;Rn) → P (C(I;Rn)),

ιF = x0 + j ◦ ρF

â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì ìóëüòèîïåðàòîðà
JF è åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè áóäóò ÿâëÿòüñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷-
êàìè ýòîãî ìóëüòèîïåðàòîðà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü â ðàçâèòîì âû-
øå îïåðàòîðíîì ïîäõîäå çàìåíÿòü ìóëüòèîïåðàòîð JF åãî íåïðåðûâ-
íûì ñå÷åíèåì ιF è ïðèìåíèòü ê íåìó ñîîòâåòñòâóþùèå "îäíîçíà÷-
íûå" ïðèíöèïû íåïîäâèæíîé òî÷êè (òåîðåìóØàóäåðà è ñòåïåíü êîì-
ïàêòíûõ ïîëåé). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû ñó-
ùåñòâîâàíèÿ, äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòå-
ëþ.
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3.2.16. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × Rn →
K(Rn) ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (F3).
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå τ, t0 < τ ≤ T, ÷òî çàäà÷à Êîøè (3.7)-(3.5)
èìååò ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå [t0, τ ].

3.2.17. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × Rn →
K(Rn) ïî÷òè ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (F3′).
Òîãäà çàäà÷à Êîøè (3.4)-(3.5) èìååò ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå I.

×òî êàñàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ïîëó-
íåïðåðûâíîì ñíèçó ñëó÷àå, òî îòìåòèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

3.2.18. Òåîðåìà. Ïðè óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.2.17 ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé Σ(x0) ñâÿçíî, à ñëåäîâàòåëüíî ñâÿçíû è âñå ìíîæåñòâà

Π(t) = Σ(x0)(t), t ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð,
â [191], [247].

3.3. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé
Çàäà÷à îá îòûñêàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàñ-
ñè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ðàç-
äåëå ìû ïðèìåíèì ðàçâèòûå âûøå îïåðàòîðíûå ìåòîäû, â ÷àñòíî-
ñòè, òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè, ê èññëåäîâàíèþ ýòîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn → Kv(Rn) ÿâëÿåòñÿ T -
ïåðèîäè÷åñêèì ïî t, ò.å.

F (t, x) = F (t + T, x), T > 0

äëÿ ëþáûõ t ∈ R, x ∈ Rn. ßñíî, ÷òî ýòî óñëîâèå äàåò âîçìîæíîñòü
ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ëèøü íà ìíîæåñòâå [0, T ]×Rn.
Ìû áóäåì âñþäó íèæå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìóëüòèîò-
áðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò íà ýòîì ìíîæåñòâå óñëîâèÿì (F1), (F2) è
(F3′) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
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Íàçîâåì T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷å-
íèÿ

x′(t) ∈ F (t, x(t)) (3.14)

òàêîå ðåøåíèå x, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïåðèî-
äè÷íîñòè

x(0) = x(T ). (3.15)

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî T -ïåðè-
îäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, çàäàííîãî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñâåäåíèå âîïðîñà î ñóùå-
ñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
ê çàäà÷å î íåïîäâèæíîé òî÷êå ìíîãîçíà÷íîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðà-
òîðà â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîçâîëèò äîêàçûâàòü òå-
îðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàçâèòûìè â Ãëàâå 2
òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Îáîçíà÷èì C = C([0, T ];Rn). Ïî-âèäèìîìó, ïðîñòåéøèì èíòåãðàëü-
íûì ìóëüòèîïåðàòîðîì, ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ ïîèñêà T -ïåðèîäè÷åñ-
êèõ ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèîïåðàòîð JT : C → Kv(C) âèäà

JT (x) = x(T ) + j ◦ PF (x).

(ñì. Îïðåäåëåíèå 1.5.3).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

3.3.1. Òåîðåìà. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ìóëüòèîïåðàòîðà JT ñîâ-
ïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (3.14)-(3.15).

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ èíòåãðàëüíîãî ìóëü-
òèîïåðàòîðà JT (ñì. Ëåììó 3.2.3), ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
îáðàç JT (Ω) ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ C îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòåí. Äàëåå, èñïîëüçóÿ Ñëåäñòâèå 1.5.34, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ìóëüòèîïåðàòîð JT çàìêíóò, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóíåïðåðûâåí
ñâåðõó (Òåîðåìà 1.2.32) è, çíà÷èò, êîìïàêòåí íà ëþáîì îãðàíè÷åí-
íîì ìíîæåñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, ê ìóëüòèîïåðàòîðó JT ïðèìåíèìà òåîðèÿ òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñòåïåíè, ðàçâèòàÿ â Ãëàâå 2, è ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèé îáùèé ïðèíöèï.
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3.3.2. Òåîðåìà. Ïóñòü K - çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â
ïðîñòðàíñòâå C; UK ⊂ K - îãðàíè÷åííîå îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî. Åñëè degK(i−JT , ∂UK) 6= 0, òî ïåðèîäè÷åñêàÿ çà-
äà÷à (3.14)-(3.15) èìååò ðåøåíèå â UK.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn × [0, 1] → Kv(Rn) T -
ïåðèîäè÷íî ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è åãî ñóæåíèå íà [0, T ]×Rn× [0, 1]
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1λ)-(F3′λ) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

x′(t) ∈ F (t, x(t), λ), λ ∈ [0, 1] (3.16)

è ïîðîæäåííîå èì ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ ìóëüòèîïåðàòîðîâ GT :
C × [0, 1] → Kv(C),

GT (x, λ) = x(T ) + j ◦ PFλ
(x),

ãäå Fλ = F (·, ·, λ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóæåíèå GT íà Ω × [0, 1], ãäå Ω ⊂ C - ïðî-
èçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, êîìïàêòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ñå-
ìåéñòâî GT ìîæåò ïîðîæäàòü ãîìîòîïèþ èíòåãðàëüíûõ ìóëüòèîïå-
ðàòîðîâ.

Ïóñòü UK ⊂ K - îãðàíè÷åííîå îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæå-
ñòâî òàêîå, ÷òî ∂UK íè ïðè êàêîì λ ∈ [0, 1] íå ñîäåðæèò T -ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà (3.16) (òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü, åñëè,
íàïðèìåð, âñå T -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðèíàäëå-
æàùèå K, äîïóñêàþò àïðèîðíóþ îöåíêó, â ñèëó êîòîðîé îíè ëåæàò
â UK). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè òîïî-
ëîãè÷åñêîé ñòåïåíè (Òåîðåìà 2.2.15) è Òåîðåìû 3.3.2.

3.3.3. Òåîðåìà. Ïóñòü degK(i−GT (·, 0), ∂UK) 6= 0. Òîãäà ïåðè-
îäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ F (t, x(t), 1)
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èìååò ðåøåíèå â UK.

Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

3.3.4. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü U âûïóêëî è GT (·, 0)(x) ∩ UK 6= ∅
äëÿ âñåõ x ∈ ∂UK. Òîãäà ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû 3.3.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.2.21 âûòåêàåò,
÷òî degK(i− GT (·, 0), ∂UK) = 1. ¥

3.3.5. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü K è UK ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
íóëÿ è 0 ∈ UK. Ïóñòü F (t,−x, 0) = −F (t, x, 0) äëÿ âñåõ x ∈ Rn è
ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû 3.3.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàëüíûé ìóëüòèî-
ïåðàòîð GT (·, 0), îòâå÷àþùèé ïðàâîé ÷àñòè F (·, ·, 0), íå÷åòåí:

GT (−x, 0) = −GT (x, 0)

è îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î íå÷åòíîì ïîëå (Òåîðåìà 2.2.27).
¥

Ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà êîíêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ ìîãóò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè èíòåãðàëüíûå ìóëüòèîïåðàòîðû, êîòîðûå èìå-
þò âèä, îòëè÷íûé îò JT . Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ âûäåëåííîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ èëè ïîëó-
ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ ax(t) + F (t, x(t)), (3.17)

ãäå a : Rn → Rn - ëèíåéíûé îïåðàòîð, à ìóëüòèîòáðàæåíèå F T -
ïåðèîäè÷íî è óäîâëåòâîðÿåò ïðåæíèì óñëîâèÿì (F1), (F2) è (F3′).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð a óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: 1
íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà eaT è, ñëåäîâàòåëüíî îïðåäå-
ëåí ëèíåéíûé îïåðàòîð [i− eaT ]−1.

Îïðåäåëèì ìóëüòèîïåðàòîð IT : C → P (C) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IT (x) = {y | y(t) = eat[i− eaT ]−1

∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds+
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+
∫ t

0

ea(t−s)f(s)ds, f ∈ PF (x)}.

3.3.6. Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è
(3.17), (3.15) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê FixIT .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå x
âêëþ÷åíèÿ (3.17) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

x(t) = eatx(0) +
∫ t

0

ea(t−s)f(s)ds,

ãäå f ∈ PF (x). Åñëè ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T -ïåðèîäè÷-
íîñòè (3.15), òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî

x(0) = eaT x(0) +
∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

x(0) = [i− eaT ]−1

∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds,

îòêóäà

x(t) = eat[i− eaT ]−1

∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds +
∫ t

0

ea(t−s)f(s)ds,

ò.å. x ∈ IT (x).
2) Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ x - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà IT . Òîãäà

x(t) = eat[i− eaT ]−1

∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds +
∫ t

0

ea(t−s)f(s)ds,

ãäå f ∈ PF (x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x åñòü ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.17).
Äàëåå,

x(T ) = eaT [i− eaT ]−1

∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds +
∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds

= (eaT [i− eaT ]−1 + i)
∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds = [i− eaT ]−1

∫ T

0

ea(T−s)f(s)ds

= x(0),
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ò.å. x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè (3.15). ¥

Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.5.30 è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ
ìóëüòèîïåðàòîðîâ, ðàçâèòûå âûøå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëü-
òèîïåðàòîð IT èìååò âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ è êîìïàêòåí
íà îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà C. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
òàêæå äàåò âîçìîæíîñòü ïðèëîæèòü ê íåìó òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

3.3.7. Òåîðåìà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ âñåõ
T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà âêëþ÷åíèé

x′(t) ∈ ax(t) + λF (t, x(t)), λ ∈ [0, 1]. (3.18)

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è (3.17), (3.15)
íåïóñòî è êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè IT � èíòåãðàëüíûé ìóëüòèîïåðàòîð çà-
äà÷è (3.17), (3.15), òî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ìóëüòèîòîáðàæåíèå
λIT äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ìóëüòèîïåðàòî-
ðîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âêëþ÷åíèÿ èç ñåìåéñòâà (3.18). Òîãäà äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî r > 0, è øàðà Br(0) ⊂ C ñåìåéñòâî ìóëüòèïîëåé
i − λIT ðåàëèçóåò ãîìîòîïèþ òîæäåñòâåííîãî ïîëÿ i è ìóëüòèïîëÿ
i − IT íà ∂Br(0). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íîðìàëèçàöèè è ãîìîòîïè÷å-
ñêîé èíâàðèàíòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè, ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ-
÷åíèþ, ÷òî deg(i − IT , ∂Br(0)) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî âñåõ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê FixIT íåïóñòî è ñîäåðæèòñÿ â Br(0). Åãî êîì-
ïàêòíîñòü âûòåêàåò èç Òåîðåìû 2.3.1. ¥

3.3.8. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íàÿ ÷àñòü F âêëþ÷åíèÿ
(3.17) äîïóñêàåò îöåíêó

(F3′′) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ γ ∈ L1
+[0, T ] òàêàÿ, ÷òî

‖F (t, x)‖ ≤ γ(t)

äëÿ âñåõ x ∈ Rn è ï.â. t ∈ [0, T ].

Òîãäà âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû 3.3.7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè
x ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñåìåéñòâà λIT , λ ∈ [0, 1] â ýòîì ñëó÷àå äîïóñ-
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êàþò àïðèîðíóþ îöåíêó

‖x‖ ≤ M‖γ‖L1(M‖[i− eaT ]−1‖+ 1),

ãäå M = supt∈[0,T ] ‖eat‖. ¥

Åùå îäíèì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Îñíîâû ýòîãî ìåòîäà â ñëó÷àå îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Ì.À.
Êðàñíîñåëüñêîãî, À.È. Ïåðîâà è èõ ó÷åíèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [74],
[75]).

Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ.

Ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

3.3.9. Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x0 ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé T -íå-
âîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.14),
åñëè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x, âûõîäÿùåãî èç x0, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

x(t) 6= x0, ∀t ∈ (0, T ]. (3.19)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îáîñíîâàíèè ìå-
òîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

3.3.10. Òåîðåìà. Ïóñòü U ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî òàêîå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ ∂U ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé T -íåâîç-
âðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå
F : [0, T ] × Rn → Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (F3′). Åñëè ìóëüòèïîëå R0 : U → Kv(Rn),

R0(x) = −F (0, x),

íå èìååò íà ∂U îñîáûõ òî÷åê, òî

deg(Φ, ∂Ω) = deg(R0, ∂U),

ãäå Φ = i−JT � ìóëüòèïîëå, ïîðîæäåííîå èíòåãðàëüíûì ìóëüòèî-
ïåðàòîðîì JT , à Ω � íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
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â ïðîñòðàíñòâå C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 3.2.7 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (3.14), âûõîäÿùèõ èç U , ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
Ïóñòü ÷èñëî m > 0 òàêîâî, ÷òî íîðìà ëþáîãî ðåøåíèÿ èç ýòîãî ìíî-
æåñòâà ìåíüøå m. Îïðåäåëèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω â ïðîñòðàíñòâå
C ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

Ω = {x ∈ C | x(0) ∈ U, ||x|| < m}.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì òîïîëîãè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñòåïå-

íè (Òåîðåìà 2.2.15). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìóëüòèîòîáðàæåíèé

Fλ(t, x) = F (λt, x), λ ∈ [0, 1]

è ïîðîæäàåìîå èì ñåìåéñòâî ìóëüòèïîëåé Ψ : Ω̄× [0, 1] → Kv(C),

Ψ(x, λ) = {z | z(t) = x(t)− x(T )− λ

t∫

0

f(s)ds− (1− λ)

T∫

0

f(s)ds,

f ∈ PFλ
(x)}.

Èñïîëüçóÿ Ëåììó 3.2.3, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî ìóëü-
òèïîëåé Ψ êîìïàêòíî. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî íåâûðîæåíî íà
∂Ω× [0, 1].

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî íàéäóòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ x0 ∈
∂Ω è ÷èñëî λ0 ∈ [0, 1], ÷òî 0 ∈ Ψ(x0, λ0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñóììèðóåìîå ñå÷åíèå f(s) ∈ F (λ0s, x0(s)), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

x0(t) = x0(T ) + λ0

t∫

0

f(s)ds + (1− λ0)

T∫

0

f(s)ds, (3.20)

äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ].
Ïðè t = 0 èìååì

x0(0) = x0(T ) + (1− λ0)

T∫

0

f(s)ds,

à ïðè t = T ïîëó÷àåì
T∫

0

f(s)ds = 0. (3.21)
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Ñëåäîâàòåëüíî, x0(0) = x0(T ).
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî t ðàâåíñòâî (3.20), ïîëó÷àåì

x′0(t) = λ0f(t) ∈ λ0F (λ0t, x0(t))

ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ].
Òàêèì îáðàçîì, x0 � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x′(t) ∈ λ0F (λ0t, x(t)).

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Ω, åãî ãðàíèöà ñîñòîèò èç
ôóíêöèé äâóõ òèïîâ:

1) x(0) ∈ ∂U ;
2) x(0) ∈ U , ||x|| = m.

Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

(à) Ïóñòü λ0 = 0, òîãäà x0(t) ≡ x0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ], f(t) ∈ F (0, x0)
äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] è èç (3.21) ïîëó÷àåì 0 ∈ F (0, x0).

Ôóíêöèÿ x0(t), áóäó÷è ïîñòîÿííîé, íå ìîæåò áûòü ôóíêöèåé ïåð-
âîãî òèïà, òàê êàê ïî óñëîâèþ ìóëüòèïîëå R0 íå èìååò îñîáûõ òî÷åê
íà ∂U .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ x0(t) íå ìîæåò áûòü è ôóíêöèåé âòî-
ðîãî òèïà, ïîñêîëüêó ||x0|| < m ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Ω.

(b) Ïóñòü òåïåðü λ0 6= 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z0(t) = x0( t
λ0

).
Òîãäà ïî÷òè äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, λ0T ] èìååì

z′0(t) =
1
λ0

x′0(
t

λ0
) = f(

t

λ0
) ∈ F (t, x0(

t

λ0
)) = F (t, z0(t)).

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ z0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ (3.19) íà ïðîìåæóòêå [0, λ0T ]. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 3.2.8 ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü åãî ïðîäîëæåííûì íà âåñü ïðîìåæóòîê [0, T ].

Ôóíêöèÿ x0 íå ìîæåò áûòü ôóíêöèåé ïåðâîãî òèïà. Â ñàìîì äåëå,

x0(0) = z0(0) = x0(T ) = z0(λ0T ),

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (3.19) èìååò ðåøåíèå z0 òàêîå, ÷òî
z0(0) ∈ ∂U è z0(0) = z0(λ0T ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò T -íåâîçâðàùàåìîñòè
òðàåêòîðèé, âûõîäÿùèõ èç ∂U .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x0 íå ìîæåò áûòü è ôóíêöèåé âòîðîãî òèïà.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

||x0|| ≤ ||z0|| < m,

ïîñêîëüêó z0 - ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.19), âûõîäÿùåå èç ìíîæåñòâà U .

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ìóëüòèïîëåé Ψ ðåàëèçóåò ãîìîòîïèþ
ìóëüòèïîëåé

Ψ1 = Φ = i− JT ,

è
Ψ0(x) = i− Γ0(x),

ãäå ìóëüòèîïåðàòîð Γ0 : U → Kv(C) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì

Γ0(x) = x(T ) +

T∫

0

F (0, x(s))ds.

Ýòîò ìóëüòèîïåðàòîð äåéñòâóåò â êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Cn

[0,T ] ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, åñòåñòâåííî èçîìîðôíîå Rn. Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü Òåîðåìîé 2.2.19 î ñóæåíèè, ïîëó÷àåì

deg(Ψ0; ∂U) = deg(Ψ0 |Rn , ∂(U ∩ Rn)).

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 1.5.12(ä), çàìåòèì, ÷òî ìóëüòèïîëå Ψ̂0 = Ψ0 |Rn

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Ψ̂0(x) = −
T∫

0

F (0, x)ds = −T · F (0, x).

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

deg(Φ, ∂Ω) = deg(Ψ0, ∂Ω) = deg(−F (0, ·), ∂U) = deg(R0, ∂U).

¥

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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3.3.11. Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.3.10, ïóñòü

deg(R0, ∂U) 6= 0.

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (3.14) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3.3.10 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òàêæå äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ v : Rn → R áóäåì íà-
çûâàòü íåâûðîæäåííûì ïîòåíöèàëîì, åñëè åå ãðàäèåíò íå îáðàùà-
åòñÿ â íóëü âíå íåêîòîðîãî øàðà, ò.å. íàéäåòñÿ rv > 0 òàêîå, ÷òî

grad v(x) = {∂v(x)
∂x1

,
∂v(x)
∂x2

, ...,
∂v(x)
∂xn

} 6= 0,

äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn, ||x|| ≥ rv.
Èç ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè 2.2.3 è 2.2.6 âûòåêàåò, ÷òî ñòå-

ïåíü ãðàäèåíòà íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà

deg(grad v(x), S)

íà ñôåðå S ⊂ Rn ðàäèóñà r ≥ rv íå çàâèñèò îò r. Ýòî îáùåå çíà-
÷åíèå ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íåâûðîæäåííîãî ïîòåíöèàëà è
îáîçíà÷àåòñÿ ind v.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàëà ñ íåíóëåâûì èíäåêñîì ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë v, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
êîýðöèòèâíîñòè

lim
||x||→∞

|v(x)| → ∞. (3.22)

(ñì. [75]).

3.3.12. Îïðåäåëåíèå. Íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë v íàçûâàåòñÿ
íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.14),
åñëè

(grad v(x), y) > 0

ïðè 0 ≤ t ≤ T , y ∈ F (t, x), ||x|| ≥ rv.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî åñëè v - íàïðàâëÿ-
þùàÿ ôóíêöèÿ âêëþ÷åíèÿ (3.14), òî ïîëå −grad v è ìóëüòèïîëå R0
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íå äîïóñêàþò ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé íà ñôåðàõ Sr ðàäèóñà
r ≥ rv, è ïîýòîìó, â ñèëó Òåîðåìû 2.2.17

deg(R0, Sr) = (−1)nind v. (3.23)

(Ìû èñïîëüçîâàëè èçâåñòíîå ñâîéñòâî ñòåïåíè îäíîçíà÷íûõ ïîëåé:
deg(−ϕ, S) = (−1)ndeg(ϕ, S), ñì., íàïðèìåð, [74] ).

Ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåïåðü ñëåäóþùåå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

3.3.13. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn →
Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (F3′). Åñ-
ëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.14) ñóùåñòâóåò íàïðàâëÿ-
þùàÿ ôóíêöèÿ v íåíóëåâîãî èíäåêñà, òî ýòî âêëþ÷åíèå èìååò T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r0 ≥ rv îïðåäåëåíî êàê

r0 = (rv +
∫ T

0

α(s)ds) e
R T
0 α(s)ds,

ãäå α � ôóíêöèÿ èç óñëîâèÿ (F3′).
Òîãäà åñëè x � ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.14) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

||x(0)|| > r0, òî ||x(t)|| > rv äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
íàéäåòñÿ òî÷êà t0 ∈ (0, T ] òàêàÿ, ÷òî ||x(t0)|| ≤ rv. Äëÿ t ∈ [0, t0]
îïðåäåëèì y(t) = x(t0 − t), β(t) = α(t0 − t), G(t, x) = −F (t0 − t, x).
ßñíî, ÷òî

y′(t) ∈ G(t, y(t)).

Ïîñêîëüêó ||G(t, x)|| ≤ β(t)(1 + ||x||) ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ [0, t0], òî
ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.2.7, ïîëó÷àåì

||y(t)|| ≤ (||y(0)||+
∫ t0

0

β(s)ds) e
R t0
0 β(s)ds ≤ r0

äëÿ âñåõ t ∈ [0, t0]. Òàêèì îáðàçîì ||x(0)|| = ||y(t0)|| ≤ r0 è ìû ïîëó-
÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè òåïåðü r, r > r0 ïðîèçâîëüíî, òî ñôåðà Sr ñîñòîèò èç òî÷åê
T -íåâîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé âêëþ÷åíèÿ (3.14). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè x � ðåøåíèå (3.14) òàêîå, ÷òî x(0) ∈ Sr, òî êàê ïîêàçàíî âûøå
||x(t)|| > rv äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ] èìååì

v(x(t))− v(x(0)) =
∫ t

0

(grad v(x(s)), x′(s))ds > 0,
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îòêóäà è ñëåäóåò (3.19).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìó-

ëîé (3.23) è Ñëåäñòâèåì 3.3.11. ¥

3.3.14. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn →
Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (F3′). Åñ-
ëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.14) ñóùåñòâóåò íàïðàâëÿþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ v, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîýðöèòèâíîñòè (3.22),
òî ýòî âêëþ÷åíèå èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3.3.13 äîïóñêàåò óñèëåíèÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ.
Ïðèâåäåì îäèí èç ñàìûõ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì. [215]).

3.3.15. Òåîðåìà. Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : R × Rn →
Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (F1), (F2) è (F3′). Ïóñòü ñóùå-
ñòâóåò íåâûðîæäåííûé ïîòåíöèàë v : Rn → R íåíóëåâîãî èíäåêñà
òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäûõ x ∈ Rn, ||x|| ≥ rv è t ∈ [0, T ] íàéäåòñÿ
y ∈ F (t, x) òàêîå, ÷òî

(grad v(x), y) ≥ 0.

Òîãäà âêëþ÷åíèå (3.14) èìååò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

3.4. Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ
âèäà

{
x′(t) = f(t, x(t), u(t)), (3.19)
u(t) ∈ U(t, x(t)). (3.20)

Çäåñü f : I ×Rn×Rm → Rn � îòîáðàæåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå äèíà-
ìèêó ñèñòåìû; êàê ïðåæäå, I = [t0, T ]; Rm � ïðîñòðàíñòâî óïðàâëÿ-
þùèõ ïàðàìåòðîâ; U : I×Rn → K(Rm) � ìóëüòèôóíêöèÿ îáðàòíîé
ñâÿçè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(f1) äëÿ êàæäûõ (x, u) ∈ Rn × Rm ôóíêöèÿ f(·, x, u) : I → Rn

èçìåðèìà;
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(f2) äëÿ ï.â. t ∈ I îòîáðàæåíèå f(t, ·, ·) : Rn×Rm → Rn íåïðåðûâ-
íî;

(U1) ìóëüòèîòîáðàæåíèå U óäîâëåòâîðÿåò âåðõíèì óñëîâèÿì Êà-
ðàòåîäîðè (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.5.13);

(U2) ìóëüòèîòîáðàæåíèå U ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìî (ñì. Òåî-
ðåìû 1.5.18 è 1.5.19);

(U3) ìíîæåñòâî

F (t, x) = f(t, x, U(t, x))

âûïóêëî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ I × Rn;

(U4) ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : I × Rn → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà (F3′).

Ðåøåíèåì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.19), (3.20) íàçûâàåòñÿ ïàðà
{x, u}, ñîñòîÿùàÿ èç òðàåêòîðèè x è óïðàâëåíèÿ u. Çäåñü x : I →
Rn - àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ
(3.19) ïî÷òè âñþäó íà I, a u : I → Rm - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ âêëþ÷åíèþ (3.20) âñþäó íà I.

Îò óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.19), (3.20) ïåðåéäåì ê àññîöèèðîâàí-
íîìó ñ íåé äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

x′(t) ∈ F (t, x(t)). (3.21)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3.19),
(3.20) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (3.21). Ëåììà Ôèëèïïîâà (Òåî-
ðåìà 1.5.15) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü è îáðàòíóþ çàâèñèìîñòü.

3.4.1. Òåîðåìà. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîãî ðå-
øåíèÿ x âêëþ÷åíèÿ (3.21) íàéäåòñÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ u : I →
Rm òàêàÿ, ÷òî ïàðà {x, u} áóäåò ðåøåíèåì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
(3.19), (3.20).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x : I → Rn - ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (3.21).
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : I × Rm → Rn, ϕ(t, u) = f(t, x(t), u).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êà-
ðàòåîäîðè. Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîñòü ϕ ïî u ïðè ïî÷òè âñåõ
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ôèêñèðîâàííûõ t ∈ I ïðÿìî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ (f2). Äàëåå, ïî-
ñêîëüêó ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ Rm îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå f(·, ·, u) : I × Rn → Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè,
îíî ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìî. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
u ∈ Rm îòîáðàæåíèå ϕ(·, u) = f(·, x(·), u) : I → Rn èçìåðèìî.

Â ñèëó óñëîâèÿ (U2) ìóëüòèôóíêöèÿ V : I → K(Rm), V (t) =
U(t, x(t)), èçìåðèìà. Ôóíêöèÿ x óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ x′(t) ∈
ϕ(t, V (t)) ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ I. Èç Òåîðåìû 1.5.15 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåò-
ñÿ èçìåðèìîå ñå÷åíèå u : I → Rm ìóëüòèôóíêöèè V , êîòîðîå áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ I ñîîòíîøåíèþ x′(t) = ϕ(t, u(t)),
ò.å. x′(t) = f(t, x(t), u(t)).

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u : I → Rm ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì óïðàâ-
ëåíèåì, ðåàëèçóþùèì ðåøåíèå x âêëþ÷åíèÿ (3.21) êàê òðàåêòîðèþ
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.19), (3.20).¥

Óñòàíîâëåííàÿ Òåîðåìîé 3.4.1 ýêâèâàëåíòíîñòü óïðàâëÿåìûõ ñè-
ñòåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïîçâîëÿåò áåç òðóäà ïåðåíî-
ñèòü íà óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ïîëó÷åííûå ðàíåå óòâåðæäåíèÿ, êàñà-
þùèåñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Áîëåå òîãî, èçó÷åííûå âû-
øå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå ïðèìåðû.

3.4.2. Òåîðåìà. Ïóñòü j : C(I;Rn) → R � ïîëóíåïðåðûâíûé
ñíèçó ôóíêöèîíàë. Òîãäà ïðè óñëîâèÿõ (f1), (f2) è (U1)-(U4) ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå {x∗, u∗} ñèñòåìû (3.19), (3.20), óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(t0) = x0 (3.22)

è òàêîå, ÷òî
j(x∗) = min

x∈Σ(x0)
j(x),

ãäå Σ(x0) � ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F, çàäàþ-
ùåå ïðàâóþ ÷àñòü àññîöèèðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
(3.22), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ãëîáàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
(Òåîðåìà 3.2.6). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (F3′) îáåñïå÷åíî óñëî-
âèåì (U4), îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ëèøü âûïîëíåíèå óñëîâèé (F1) è (F2).
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Ïóñòü t ∈ I òàêîâî, ÷òî îòîáðàæåíèå f(t, ·, ·) íåïðåðûâíî, à ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå U(t, ·) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Òîãäà

F (t, ·) = f(t, ·, U(t, ·)) = f(t, ·, ·) ◦ (idRn × U(t, ·))
è ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó äàííîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ âûòåêàåò
èç Òåîðåì 1.3.11 è 1.3.17. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (F2) âûïîëíåíî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ Rn îòîáðàæå-
íèå ψ : I × Rm → Rn, ψ(t, u) = f(t, x, u), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Êàðàòåîäîðè, ïîýòîìó ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (·, x) = f(·, x, U(·, x)) =
ψ(·, U(·, x)) èçìåðèìî, à ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî è óñëîâèå (F1).

Èç Òåîðåì 3.2.6 è 3.2.9 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Σ(x0) âñåõ ðåøåíèé
âêëþ÷åíèÿ (3.21), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.22), (îíî
æå â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâîì âñåõ òðàåê-
òîðèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû) íåïóñòî è êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â
íåì íàéäåòñÿ òðàåêòîðèÿ x∗, ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë j. ¥

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
áûñòðîäåéñòâèÿ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîå ðåøåíèå
{u∗, x∗} óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ÷òîáû èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ìíî-
æåñòâà M0 ⊂ Rn ïîïàñòü â íåêîòîðîå öåëåâîå ìíîæåñòâî M ⊂ Rn

çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

3.4.3. Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (f1), (f2) è (U1)-(U4); íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî M0 êîìïàêò-
íî; öåëåâîå ìíîæåñòâî M çàìêíóòî è ïóñòü íàéäåòñÿ õîòÿ áû
îäíà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, äîñòèãàþùàÿ ìíîæåñòâà M èç ìíî-
æåñòâà M0 â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t1, t0 < t1 ≤ T. Òîãäà
óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò îïòèìàëüíîå ïî áûñòðîäåéñòâèþ ðå-
øåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì, êàê è ïðåæäå, Σ(x) ⊂ C(I;Rn) �
ìíîæåñòâî âñåõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè x ∈ M0. Èç
Òåîðåì 3.2.9 è 3.2.12 ìû çíàåì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Σ êîìïàêòíî-
çíà÷íî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Σ(M0)
âñåõ òðàåêòîðèé, âûõîäÿùèõ èç M0, êîìïàêòíî (Òåîðåìà 1.2.35).

Ðàññìîòðèì ìóëüòèôóíêöèþ äîñòèæèìîñòè Π : I → K(Rn),
Π(t) = Σ(M0)(t) è ìíîæåñòâî T = Π−1

− (M). Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî,
ò.ê. ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñîäåðæèò òî÷êó t1. Äàëåå, ìóëüòèôóíêöèÿ Π
ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó (ñì. Ïðèìåð 1.2.22 (á)), à çíà÷èò ìíîæåñòâî
T ⊂ I çàìêíóòî è ñîäåðæèò ñâîþ íèæíþþ ãðàíü t∗, êîòîðàÿ è õàðàê-
òåðèçóåò ìèíèìàëüíûé ìîìåíò äîñòèæèìîñòè ìíîæåñòâà M. ¥
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Ãëàâà 4. Î íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ
4.1. Îáîáùåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
4.1.1. Îáùèå ñâîéñòâà.
Ïóñòü X - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà X íà-
çûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå q : X × R→ X, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

q1) q(·, 0) = idX � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà X.

q2) Äëÿ ëþáûõ x ∈ X; t1, t2 ∈ R
q(q(x, t1), t2) = q(x, t1 + t2)

(ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî).

Äàííûå àêñèîìû ñîãëàñóþòñÿ ñ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì o
ñòàöèîíàðíîì çàêîíå äâèæåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû, íàõî-
äÿùåéñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò îòñ÷åòà t = 0 â ñîñòîÿíèè x, à â ìîìåíò
t = τ � â îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîì ñîñòîÿíèè q(x, τ).

Â ÷àñòíîñòè, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-
êàåò ïðè ðàññìîòðåíèè àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x′(t) = f(x(t))

(f : Rn → Rn) ïðè óñëîâèè, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ òàêîãî óðàâíå-
íèÿ ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì è êàæäîå òàêîå ðåøåíèå ïðîäîëæèìî íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè x - ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x0, òî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó q ìîæíî
çàäàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñäâèãà q : Rn × R→ Rn; q(x0, t) = x(t).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àêñèîìû (q1) è (q2) â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíû.

Îäíàêî ïðèìåíåíèå îáû÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê îïèñàíèþ
ìíîãèõ ïðîöåññîâ âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ. ×àñòî ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå íå îïðåäåëÿåò åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì èõ äàëüíåéøåãî ïîâåäåíèÿ. Èìåííî òàêèå ñèñòåìû âîç-
íèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.
Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ è óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû â îáùåì ñìûñëå ñëîâà,
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ò.å. ñèñòåìû, ðàçâèòèå êîòîðûõ ìîæåò ïðîòåêàòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì
â çàâèñèìîñòè îò âîçäåéñòâèÿ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ìû õîòèì îïèñûâàòü òàêèå îáúåêòû â òåðìèíàõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òî àêñèîìàòèêà îáû÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
äîëæíà áûòü ïåðåñìîòðåíà.

Æåëàåìûé ðåçóëüòàò áóäåò äîñòèãíóò, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå Q, çàäàþùåå äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ìíîãîçíà÷íî:

Q : X × R→ P (X)

è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

Q1) Q(·, 0) = idX .

Q2) Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è t1, t2 ∈ R, t1 · t2 ≥ 0:

Q(Q(x, t1), t2) = Q(x, t1 + t2).

Q3) Äëÿ ëþáûõ x ∈ X, t ∈ R èç y ∈ Q(x, t) ñëåäóåò x ∈ Q(y,−t).

Ìíîæåñòâî Q(x, τ), êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò ìíîæåñòâîì äîñòè-
æèìîñòè, ïðè τ ≥ 0 åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ñèñòåìà ìîæåò äîñòèãíóòü ê
ìîìåíòó t = τ , åñëè â ìîìåíò t = 0 îíà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè x.
Àêñèîìà (Q3) ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìíîæåñòâî Q(x, τ) â ñëó÷àå τ < 0
êàê ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñîñòîÿíèé, íàõîäÿñü â êîòîðûõ â ìîìåíò
t = τ , ñèñòåìà ìîæåò äîñòèãíóòü ñîñòîÿíèÿ x ê íóëåâîìó ìîìåíòó.

4.1.1. Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ x ∈ X, t1, t2 ∈ R âûïîëíåíî

Q(x, t1 + t2) ⊂ Q(Q(x, t1), t2). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé t1·t2 ≥ 0 îõâà÷åí àêñèîìîé (Q2). Ïóñòü,
íàïðèìåð, t1 > 0, t2 < 0, t1 + t2 > 0. Òîãäà èç àêñèîìû (Q2) ñëåäóåò,
÷òî Q(x, t1) = Q(Q(x; t1 + t2),−t2).

Òîãäà Q(Q(x, t1), t2) = Q(Q(Q(x; t1 + t2),−t2), t2).
Èç àêñèîìû (Q3) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X, t ∈ R

x ∈ Q(Q(x, t);−t).

Ïîýòîìó

Q(x, t1 + t2) ⊂ Q(Q(Q(x, t1 + t2),−t2), t2),
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îòêóäà è ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (4.1).
Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî; ìû îñòàâëÿåì èõ

÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. ¥

4.1.2. Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ x ∈ X, t ≥ 0 è y ∈ Q(x, t), 0 ≤ τ ≤ t
âûïîëíåíî

Q(x, τ) ∩Q(y, τ − t) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç y ∈ Q(x, t) = Q(Q(x, τ), t − τ) ñëåäóåò, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ Q(x, τ), ÷òî y ∈ Q(z, t− τ).

Íî òîãäà ñîãëàñíî àêñèîìå (Q3) z ∈ Q(y, τ − t), ÷òî è äîêàçûâàåò
ëåììó. ¥

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñîäåðæàòåëüíûõ ôàêòîâ, êàñàþùèõñÿ îáîá-
ùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìû äîëæíû ñäåëàòü íåêîòîðûå äîïîë-
íèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ íåïðåðûâíîñòè ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèÿ Q.

Ïóñòü X � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q, çàäàþùåå äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,
èìååò êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿåò ïîìèìî àêñèîì (Q1) −
(Q3) ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Q4) Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q : X × R → K(X) ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó.

Q5) Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q(x, ·) : R → K(X)
íåïðåðûâíî.

4.1.3. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Q : X × R → K(X),
óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì (Q1)− (Q5), îïðåäåëÿåò îáîáùåííóþ äè-
íàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Îáîáùåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþò òàêæå äèíàìè÷å-
ñêèìè ñèñòåìàìè áåç åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáîáùåí-
íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìû áóäåì ïðèìåíÿòü òîò æå ñèìâîë Q,
÷òî è äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îíà çàäàåòñÿ.

Ïðèìåðîì îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåò ñèñòåìà QF ,
ïîðîæäåííàÿ àâòîíîìíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì â ïðî-
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ñòðàíñòâå Rn :
x′(t) ∈ F (x(t)). (4.2)

Ïóñòü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : Rn → Kv(Rn) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà ‖F (x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖),
x ∈ Rn äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû C. Òîãäà, êàê ìû
çíàåì èç Ðàçäåëà 3.2, ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (4.2) ïðîäîëæèìî
íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Åñëè, êàê ïðåæäå, îáîçíà÷èòü Σ(x) ìíîæåñòâî
ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (4.2), âûõîäÿùèõ èç òî÷êè x ∈ Rn â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = 0, òî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó QF : Rn × R → K(Rn) ìîæíî
çàäàòü êàê

QF (x, t) = Σ(x)(t).

Âûïîëíåíèå àêñèîìû (Q5) äëÿ ñèñòåìû QF âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ
3.2.10. Ñâîéñòâî (Q4) íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå.

4.1.4. Ëåììà. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà QF óäîâëåòâîðÿåò àêñè-
îìå (Q4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåì 3.2.12 è 1.2.35 âûòåêàåò, ÷òî ìóëü-
òèîòîáðàæåíèå QF ëîêàëüíî êîìïàêòíî, à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó Òåî-
ðåìû 1.2.32 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî çàìêíóòîñòü. Ïóñòü {xn} ⊂ Rn,
xn → x0, {tn} ⊂ R, tn → t0, yn ∈ QF (xn, tn), yn → y0.

Âîçüìåì ïðîìåæóòîê [0, T ] ⊂ R, ñîäåðæàùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{tn} è ïðåäåëüíóþ òî÷êó t0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ íàéäåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé {x̃n} ⊂ C([0, T ];Rn) âêëþ÷åíèÿ (4.2) òàêàÿ,
÷òî x̃n(0) = xn è x̃n(tn) = yn äëÿ âñåõ n = 1, 2, ... Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåøåíèé {x̃n} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà, ïîýòîìó áåç óùåðáà äëÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x̃0 ⊂ C([0, T ];Rn),
äëÿ êîòîðîãî, î÷åâèäíî x̃0(0) = x0 è x̃0(t0) = y0. Ñëåäîâàòåëüíî,
y0 ∈ QF (x0, t0). ¥

Îáñóäèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

4.1.5. Ëåììà. Ïóñòü X, Y , Z - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : X × Y → P (Z) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, è
äëÿ êàæäîãî x ∈ X ìóëüòèîòîáðàæåíèå F (x, ·) : Y → P (Z) íåïðå-
ðûâíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ K(X) îòîáðàæåíèå FA : Y → P (Z),

FA(y) = F (A, y),
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íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ FA âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê êîì-
ïîçèöèÿ íåïðåðûâíîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ G : Y → K(X × Y ), G(y)
= A× {y}, è ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F (ñì. Òåîðåìó 1.3.11).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè V ⊂ Z - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî (FA)−1
− (V )

òàêæå îòêðûòî, ïîñêîëüêó (FA)−1
− (V ) =

⋃
a∈A

[F (a, ·)]−1
− (V ).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå FA ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.¥

4.1.6. Òåîðåìà. Ïóñòü Q � îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,
çàäàííàÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèåì Q : X × R → K(X), A ⊂ X - ñâÿç-
íîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ R, t1 ≤ t2,
0 ∈ [t1, t2] ìíîæåñòâî Q(A, [t1, t2]) ñâÿçíî è êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà Q(A, [t1, t2]) ñëåäó-
åò èç àêñèîìû (Q4) è Òåîðåìû 1.2.35. Â ñèëó àêñèîì (Q4), (Q5) è
Ëåììû 4.1.5 ìóëüòèîòîáðàæåíèå QA : R → K(X), QA(t) = Q(A, t)
íåïðåðûâíî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç òîãî ôàêòà, ÷òî
ìíîæåñòâî QA(0) = Q(A, 0) = A ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû ñâÿçíî
è Òåîðåìû 1.2.37(ii). ¥

4.1.7. Îïðåäåëåíèå. Òðàåêòîðèåé îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû Q íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : [a, b] → X,
óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ ëþáûõ t0, t1 ∈ [a, b] ñîîòíîøåíèþ

ϕ(t2) ∈ Q(ϕ(t1), t2 − t1). (4.3)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç Îïðåäåëå-

íèÿ 4.1.7 è àêñèîì (Q1), (Q5).

4.1.8 Ëåììà. Âñÿêàÿ òðàåêòîðèÿ îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò ïîëåçíî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

4.1.9 Ëåììà. Åñëè ϕ1 - òðàåêòîðèÿ îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû Q íà îòðåçêå [a, b], à ϕ2 - åå òðàåêòîðèÿ íà îòðåçêå [b, c],
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ïðè÷åì ϕ1(b) = ϕ2(b), òî îòîáðàæåíèå ϕ : [a, c] → X,

ϕ(t) =
{

ϕ1(t), a ≤ t ≤ b;
ϕ2(t), b < t ≤ c,

ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû Q íà îòðåçêå [a, c].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t1, t2 ∈ [a, c]. Åñëè t1, t2 ∈ [a, b] èëè [b, c],
òî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (4.3) äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ î÷åâèäíî. Ïóñòü,
íàïðèìåð, t1 ∈ [a, b], t2 ∈ [b, c]. Òîãäà ϕ(t2) = ϕ2(t2) ∈ Q(ϕ2(b), t2−b) =
Q(ϕ1(b), t2 − b) ⊂ Q(Q(ϕ1(t1), b − t1), t2 − b) = Q(ϕ1(t1), t2 − t1) =
Q(ϕ(t1), t2 − t1).

Ñëó÷àé t1 ∈ [b, c], t2 ∈ [a, b] ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ¥

4.1.10 Òåîðåìà. Ïóñòü Q � îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
Äëÿ ëþáûõ a ≤ b, x1 ∈ Q(x0, b−a) íà îòðåçêå [a, b] ñóùåñòâóåò òðà-
åêòîðèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî ϕ(a) = x0, ϕ(b) = x1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì a = 0, b = 1. Îïðåäå-
ëèì ñíà÷àëà çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèè ϕ íà ñ÷åòíîì ïëîòíîì ïîäìíîæå-
ñòâå J ⊂ [0, 1]: J = {0, 1, 1

2 , 1
4 , 3

4 , 1
8 , 3

8 , ..., p
2q , ...} ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî

èíäóêòèâíîãî ïðîöåññà.
Ïîëîæèì ϕ(0) = x0, ϕ(1) = x1 è âûáåðåì ϕ( 1

2 ) ïðîèçâîëüíî â ìíî-
æåñòâå Q(ϕ(0), 1

2 )∩Q(ϕ(1),− 1
2 ), êîòîðîå íåïóñòî â ñèëó Ëåììû 4.1.2.

Âîîáùå, åñëè ϕ( p
2q ) è ϕ(p+1

2q ) óæå ïîñòðîåíû, òî ϕ( 2p+1
2q+1 ) âûáèðàåì

òàê, ÷òî

ϕ(
2p + 1
2q+1

) ∈ Q(ϕ(
p

2q
),

1
2q+1

) ∩Q(ϕ(
p + 1
2q

),− 1
2q+1

).

Íåïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ òàêæå ñëåäóåò èç Ëåììû 4.1.2. Òàêèì îá-
ðàçîì ìû îïðåäåëèëè ϕ(t) äëÿ âñåõ t ∈ J , ïðè÷åì èç Ëåììû 4.1.1
ñëåäóåò, ÷òî ϕ(t′′) ∈ Q(ϕ(t′), t′′ − t′) äëÿ âñåõ t′, t′′ ∈ J .

Åñëè æå t ∈ [0, 1]\J , òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K(t) =
⋂

t′,t′′∈J;t′<t<t′′
Q(ϕ(t′), t− t′) ∩Q(ϕ(t′′), t− t′′).

Èç ëåìì 4.1.2 è 4.1.1 ñëåäóåò, ÷òî

{Q(ϕ(t′), t− t′) ∩Q(ϕ(t′′), t− t′′)}t′,t′′∈J,t′<t<t′′

� öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ, è ïîýòîìó ìíîæåñòâî K(t) íåïó-
ñòî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
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y ∈ K(t), òî äëÿ âcex t′′ ∈ J, t < t′′ èìååì ϕ(t′′) ∈ Q(y, t′′ − t), îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè U(y) ⊂ X òî÷êè y
íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ϕ(t′′) ∈ U(y) äëÿ âñåõ t′′ ∈ J , 0 < t′′− t < δ.

Ïîëîæèì òåïåðü ϕ(t) = K(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]\J .
Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ϕ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé

òðàåêòîðèåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t1, t2 ∈ J , òî ïî ïîñòðîåíèþ ϕ(t2) ∈
Q(ϕ(t1), t2 − t1).

Åñëè æå, íàïðèìåð, t1, t2 ∈ [0, 1] \ J, t1 < t2, òî ïóñòü t′ ∈ J ,
t1 < t′ < t2. Òîãäà

ϕ(t1) = K(t1) ∈ Q(ϕ(t′), t1 − t′),

ñëåäîâàòåëüíî
ϕ(t′) ∈ Q(ϕ(t1), t′ − t1).

Íî òîãäà

ϕ(t2) = K(t2) ∈ Q(ϕ(t′), t2 − t1) ⊂ Q(Q(ϕ(t1), t′ − t1), t2 − t′) =

= Q(ϕ(t1), t2 − t1).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. ¥

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4.1.9, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

4.1.11 Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Q � îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}n

i=0 ⊂ R, t0 < t1 < ... < tn; {xi}n
i=0 ⊂ X

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

xk ∈ Q(xk−1, tk − tk−1), 1 ≤ k ≤ n

Òîãäà ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ ϕ íà îòðåçêå [t0, tn] òàêàÿ, ÷òî ϕ(ti)
= xi(i = 0, 1, ..., n).

Ïóñòü Q - îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ìóëüòè-
îòîáðàæåíèåì Q : X × R → K(X), A ⊂ X, [a, b] ⊂ R. Îáîçíà÷èì
S(Q,A, [a, b]) ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ϕ ñèñòåìû Q íà îòðåçêå [a, b] òà-
êèõ, ÷òî ϕ(a) ∈ A.

4.1.12 Òåîðåìà. Ïóñòü (X, %) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Q
- îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ìóëüòèîòîáðàæå-
íèåì Q : X × R → K(X). Òîãäà äëÿ ëþáûõ A ∈ K(X), [a, b] ⊂ R

151



ìíîæåñòâî S(Q,A, [a, b]) êîìïàêòíî â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñîâîêóïíàÿ îáëàñòü
çíà÷åíèé ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé S(Q,A, [a, b]), êàê íåòðóäíî âèäåòü,
ñîâïàäàåò ñ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì Q(A, [0, b− a]) ⊂ X.

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Àðöåëà - Àñêîëè
(ñì. ãë. Î) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ìíîæå-
ñòâà S(Q,A, [a, b]) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C([a, b];X).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé S(Q,A, [a, b]) ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ε > 0. Â ñèëó àêñèîì (Q1) è
(Q4) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Q(A, [0, b− a]) íàéäóòñÿ òàêàÿ åå îêðåñò-
íîñòü U(x) è òàêîå ÷èñëî δx > 0, ÷òî

Q(U(x), [−δx

2
,
δx

2
]) ⊂ B ε

2
(x).

Îòìåòèì, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò U(x) ⊂ B ε
2
(x).

Ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé {U(x)}x∈Q(A,[0,b−a]) îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíî-
æåñòâà Q(A, [0, b− a]). Âûäåëèì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{U(xi)}n

i=1 è îáîçíà÷èì δ = min
1≤i≤n

δxi .
Ïóñòü òåïåðü ϕ - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç ñåìåéñòâà S(Q, A, [a, b]);

t1, t2 ∈ [a, b], |t2 − t1| < δ. Ïóñòü ϕ(t1) ∈ U(xk), 1 ≤ k ≤ n.
Òîãäà

ϕ(t2) ∈ Q(ϕ(t1), t2 − t1) ⊂ B ε
2
(xk).

Ïîñêîëüêó òàêæå è ϕ(t1) ∈ B ε
2
(xk), òî %(ϕ(t1), ϕ(t2)) < ε, ÷òî è îçíà-

÷àåò ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà S(Q,A, [a, b]).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü çàìêíó-

òîñòü ìíîæåñòâà S(Q,A[a, b]).
Ïóñòü

{ϕj}∞i=1 ⊂ S(Q,A, [a, b]), ||ϕj − ϕ0||C → 0.

Åñëè t1, t2 ∈ [a, b], òî äëÿ êàæäîãî j ∈ N èìååì

ϕj(t2) ∈ Q(ϕj(t1), t2 − t1).

Â ñèëó çàìêíóòîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Q (Òåîðåìà 1.2.29) ìû
ìîæåì ïåðåéòè â äàííîì âêëþ÷åíèè ê ïðåäåëó ïðè j →∞ è ïîëó÷èòü

ϕ0(t2) ∈ Q(ϕ0(t1), t2 − t1).
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ϕ0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû
Q.¥

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû, ïîðîæäåííîé àâòîíîìíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì
(4.2) ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ íà åãî ïðàâóþ ÷àñòü. Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ÿñíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
íà ïðîìåæóòêå [a, b] ⊂ R ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, ïîðîæäåííîé ýòèì âêëþ÷åíèåì. Åñòåñòâåííûì âûãëÿäèò âîïðîñ
î òîì, áóäåò ëè, îáðàòíî, âñÿêàÿ òðàåêòîðèÿ òàêîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

4.1.13. Òåîðåìà. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ íà îòðåçêå [a, b] îáîáùåí-
íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû QF , ïîðîæäåííîé äèôôåðåíöèàëüíûì
âêëþ÷åíèåì (4.2), ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì íà îòðåçêå [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì a = 0, b = 1. Ïóñòü
ϕ : [0, 1] → Rn - òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû QF , ïîðîæäåí-
íîé äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì (4.2). Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ψk}∞k=0; ψk : [0, 1] → Rn ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ (4.2) òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψk ñîâïàäàëà ñ ôóíêöèåé ϕ â òî÷êàõ
âèäà { p

2k : p = 0, 1, ..., 2k}. Òàêîå ïîñòðîåíèå îñóùåñòâèìî, òàê êàê èç
âêëþ÷åíèÿ

ϕ(
p + 1
2k

) ∈ QF (ϕ(
p

2k
),

1
2k

), p = 0, 1, ..., 2k − 1

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå íà îòðåçêå [ p
2k , p+1

2k ] ðåøåíèÿ ψp
k äèôôåðåí-

öèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (4.2) òàêîãî, ÷òî

ψp
k(

p

2k
) = ϕ(

p

2k
), ψp

k(
p + 1
2k

) = ϕ(
p + 1
2k

).

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå ψk : [0, 1] → Rn,

ψk(t) = ψp
k(t), t ∈ [

p

2k
,
p + 1
2k

])

óäîâëåòâîðÿåò èñêîìîìó óñëîâèþ.
Ïîñêîëüêó ψk(0) = ϕ(0) äëÿ âñåõ k, ñåìåéñòâî ðåøåíèé {ψk} êîì-

ïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå C([0, 1];Rn) (Òåîðåìà 3.2.9). Ïîýòîìó èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {ψl}∞k=0 ìîæåò áûòü âûäåëåíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ ψ. Èç ïîñòðîåíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {ψk} âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè ψ è ϕ ñîâïàäàþò íà

153



ñ÷åòíîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå J = { p
2k : 0 ≤ k < ∞; 0 ≤ p ≤ 2k}

îòðåçêà [0, 1]. Íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îáåèõ ôóíêöèé ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ϕ = ψ íà îòðåçêå [0, 1]. ¥

4.1.2. Òî÷êè ïîêîÿ îäíîñòîðîííèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ïîñòîÿííîé
òðàåêòîðèè èëèòî÷êè ïîêîÿ äëÿ îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îðóäèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåî-
ðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ðàññìàòðèâàâøèåñÿ âî âòîðîé ãëàâå, äëÿ
ïðîñòîòû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå, çàäàþùåå äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó, âûïóêëîçíà÷íî. Ïðèìåíåíèå äðóãèõ ìåòîäîâ è, â
÷àñòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêèõ òåîðåì äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ íåâû-
ïóêëûìè çíà÷åíèÿìè äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü òî÷êè ïîêîÿ èëè àò-
òðàêòîðû äëÿ áîëåå îáùèõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð,
ïîðîæäàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè èëè âêëþ÷åíèÿìè
(ñì., íàïðèìåð, [85], [42], [94], [247] è äð.).

Ìû íåñêîëüêî èçìåíèì îïèñàííóþ âûøå àêñèîìàòèêó ïðèìåíè-
òåëüíî ê èññëåäóåìîé çàäà÷å.

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; R+ = [0,∞).

4.1.14. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : X × R+ → C(X)
çàäàåò îäíîñòîðîííþþ îáîáùåííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ÎÎÄÑ),
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

G1) G(·, 0) = idX ;

G2) äëÿ ëþáûõ x ∈ X è t1, t2 ∈ R+ :

G(G(x, t1), t2) ⊂ G(x, t1 + t2);

G3) G ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

4.1.15. Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ
ÎÎÄÑ G, åñëè x∗ ∈ G(x∗, t) äëÿ âñåõ t ∈ R+.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t ∈ R+ îïðåäåëèì ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gt :
X → C(X) ðàâåíñòâîì Gt(x) = G(x, t). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëå-
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äóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïîêîÿ (ñì. [85]).

4.1.16. Ëåììà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, tk > 0, tk → 0
òàêîâà, ÷òî êàæäîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gtk

èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó xk. Åñëè x∗ � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, òî
x∗ � òî÷êà ïîêîÿ ÎÎÄÑ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ àêñèîìó (G2), äëÿ ëþáûõ ôèêñèðî-
âàííûõ t > 0 è k ∈ N èìååì:

G(xk, t) ⊃ G(G(xk, tk), t−tk) ⊃ G(xk, t−tk) ⊃ G(G(xk, tk), t−2tk) ⊃ ...

... ⊃ G(xk, t− [
t

tk
] tk).

Äîïóñòèì, ÷òî x∗ /∈ G(x∗, t). Òîãäà ìíîæåñòâà {x∗} = G(x∗, 0) è
G(x∗, t) ìîæíî îòäåëèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè îêðåñòíî-
ñòÿìè V0 è V1. Â ñèëó àêñèîìû (G3) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k áóäåò
âûïîëíåíî

G(xk, t− [
t

tk
] tk) ⊂ V0, G(xk, t) ⊂ V1,

÷òî íåâîçìîæíî. ¥

Ìû ìîæåì äîêàçàòü òåïåðü ñëåäóþùèå òåîðåìû î òî÷êå ïîêîÿ.

4.1.17. Òåîðåìà. Ïóñòü M � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà; ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : M × R+ →
Kv(M) çàäàåò ÎÎÄÑ. Òîãäà ÎÎÄÑ G èìååò òî÷êó ïîêîÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Êàæäîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå Gt : M → Kv(M),
t > 0 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â ñèëó Òåîðåìû 2.2.22. Âûáðàâ ïðîèç-
âîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, tk > 0, tk → 0, ñîîòâåòñòâóþùóþ
åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê xk ìóëüòèîòîáðàæåíèé
Gtk

è ïðåäåëüíóþ òî÷êó x∗ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ìîæåì ïðè-
ìåíèòü Ëåììó 4.1.16.¥

4.1.18. Òåîðåìà. Ïóñòü U ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî; ìóëüòèîòîáðàæåíèå G : U×R+ → Kv(U) çàäàåò ÎÎÄÑ è
äëÿ íåêîòîðîãî T > 0 ìíîæåñòâî G(U, T ) ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå U0, U0 ⊂ U. Òîãäà ÎÎÄÑ G èìååò òî÷êó
ïîêîÿ x∗ ∈ U0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk = T
k ðàññìîòðèì

ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Gtk
: U → Kv(U). Â ñèëó àêñèîìû (G2) äëÿ

êàæäîãî k ∈ N èìååì

Gk
tk

(U) ⊂ G(U, T ) ⊂ U0.

Ïðèìåíÿÿ ê ìóëüòèîòîáðàæåíèþ Gtk
Òåîðåìó 2.2.28, ïîëó÷àåì, ÷òî

îíî äîëæíî èìåòü íåïîäâèæíóþ òî÷êó xk ∈ U0. Ñíîâà âîçüìåì ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó x∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} è âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé
4.1.16. ¥

4.2. Î ïðèëîæåíèÿõ â òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé
ýêîíîìèêå
4.2.1. Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè â àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãðàõ.
Ìû óæå çíàêîìû (ñì. Ïðèìåð 1.1.15) ñ ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ èãðû ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè. Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
èç èãðîêîâ çàäàíû ïðîñòðàíñòâà ñòðàòåãèé - ìíîæåñòâà X è Y è èã-
ðîâûå ïðàâèëà - ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ A : Y → P (X) è B : X → P (Y ),
õàðàêòåðèçóþùèå íàèëó÷øèå îòâåòû êàæäîãî èç èãðîêîâ íà òó èëè
èíóþ ïðèìåíÿåìóþ ïàðòíåðîì ñòðàòåãèþ.

×åì òåïåðü ñëåäóåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ êàæäîìó èç èãðîêîâ ïðè
âûáîðå ñòðàòåãèé? Åñòü ëè äëÿ êàêèå-òî ñòðàòåãèè, êîòîðûå ìîæíî
áûëî áû íàçâàòü îïòèìàëüíûìè?

4.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ïàðà ñòðàòåãèé x0 ∈ X, y0 ∈ Y íàçûâàåòñÿ
ðàâíîâåñíîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

{
x0 ∈ A(y0)
y0 ∈ B(x0).

Ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäèì, ðàâíîâåñíàÿ: ñòðàòåãèÿ
x0 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñèëüíåéøèõ îòâåòîâ íà ïðèìåíÿåìóþ âòîðûì
èãðîêîì ñòðàòåãèþ y0, â òî âðåìÿ êàê y0 - îäíî èç ñèëüíåéøèõ âîçðà-
æåíèé íà ñòðàòåãèþ x0. Â ýòîì ñìûñëå ýòè ñòðàòåãèè îïòèìàëüíû è,
åñëè ó èãðîêîâ íåò äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î íàìåðåíèÿõ ïàðò-
íåðà, òî èìåííî ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé èì è ñëåäóåò ïðèäåðæèâàòü-
ñÿ.

Â ñëó÷àå àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû, çàäàííîé ñ ïîìîùüþ èãðîâîé
ôóíêöèè f : X × Y → R (ñì. Ïðèìåð 1.1.15) , ïðèìåíÿÿ ðàâíîâåñ-
íóþ ñòðàòåãèþ x0, ïåðâûé èãðîê ãàðàíòèðóåò ñåáå âûéãðûø íå íèæå
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f(x0, y0) ïðè ëþáîì îòâåòå ïàðòíåðà, à âòîðîé, ïðèìåíÿÿ ñòðàòåãèþ
y0, íå äàñò ïåðâîìó óâåëè÷èòü ñâîé âûéãðûø âûøå ýòîãî çíà÷åíèÿ.
Çíà÷åíèå f(x0, y0) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò öåíîé èãðû.

Êîãäà ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ ñòðàòå-
ãèé? Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïàðà ñòðàòåãèé
x0, y0 ðàâíîâåñíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ A× B : X × Y −→ P (X × Y ),
îïðåäåëåííîãî êàê (A×B)(x, y) = A(y)×B(x). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ïðèìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñòðàòå-
ãèé òåîðåìó Áîíåíáëàñòà�Êàðëèíà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (Òåîðåìà
2.2.22). Â ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

4.2.2. Òåîðåìà. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà ñòðàòåãèé X è Y ÿâëÿ-
þòñÿ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ E0 è E1 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè èãðîâûå ïðàâèëà A è B
ÿâëÿþòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿìè ñ âû-
ïóêëûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè, òî â èãðå ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû îäíà ïàðà ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.3.17, íåòðóäíî óñòàíîâèòü,
÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå A×B : X×Y → Kv(X×Y ) âûïóêëîãî êîì-
ïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà X×Y áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E0×E1 ïîëóíå-
ïðåðûâíî ñâåðõó è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû
2.2.22. ¥

×àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà î ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð.

4.2.3. Òåîðåìà. Ïóñòü â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ïðîñòðàíñòâà
ñòðàòåãèé X, Y ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè ïîäìíîæå-
ñòâàìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E0 è E1 ñîîòâåòñòâåííî, à èã-
ðîâàÿ ôóíêöèÿ f(x, y), çàäàííàÿ íà X × Y , íåïðåðûâíà, âûïóêëà ïî
y äëÿ êàæäîãî x ∈ X è âîãíóòà ïî x äëÿ êàæäîãî y ∈ Y , ò.å.

f(x, (1− λ)y′ + λy′′) ≤ (1− λ)f(x, y′) + λf(x, y′′)

äëÿ ëþáûõ x ∈ X; y′, y′′ ∈ Y ; λ ∈ [0, 1] è
f((1− λ)x′ + λx′′, y) ≥ (1− λ)f(x′, y) + λf(x′′, y)

äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ X; y ∈ Y ; λ ∈ [0, 1]. Òîãäà â èãðå ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà ïàðà ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû ìàêñèìóìà (Òåîðåìà 1.3.29) âûòå-
êàåò, ÷òî èãðîâûå ïðàâèëà A è B â ýòîì ñëó÷àå - êîìïàêòíîçíà÷íûå
ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ, à âûïóêëîñòü èõ çíà-
÷åíèé ñëåäóåò èç íàëîæåííûõ â òåîðåìå óñëîâèé.¥

Íà ïåðâûé âçãëÿä ñôåðà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé âûøåóêàçàí-
íûõ òåîðåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî óçêîé ïðåæäå âñåãî èç-çà
îãðàíè÷èòåëüíîãî óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïðîñòðàíñòâ ñòðàòåãèé. Â ñà-
ìîì äåëå, â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ÷èñëî ñòðàòåãèé ó êàæäîãî èãðîêà
õîòÿ è ìîæåò áûòü âåñüìà âåëèêî, íî âñå æå îíî êîíå÷íî. Âåäü äàæå
â øàõìàòàõ êîëè÷åñòâî âñåõ ìûñëèìûõ ïîçèöèé íå áåçãðàíè÷íî!

Äæîí ôîí Íåéìàí ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ, êîòî-
ðàÿ ñíèìàåò îòìå÷åííóþ âûøå òðóäíîñòü. Ïóñòü èãðîê èìååò êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé x1, ..., xk. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X ⊂ Rk

X = {(λ1, ..., λk) | λi ≥ 0, i = 1, ..., k;
k∑

i=1

λi = 1}.

Ýëåìåíòû (î÷åâèäíî âûïóêëîãî è êîìïàêòíîãî) ìíîæåñòâà X ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñìåøàííûå ñòðàòåãèè, ò.å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èãðîê
âûáèðàåò íå åäèíè÷íóþ "÷èñòóþ"ñòðàòåãèþ xi, à èñïîëüçóåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, âñå ñòðàòåãèè è îïðåäåëÿåò ëèøü âåðîÿòíîñòè λi, i = 1, ..., k,
ñ êîòîðûìè îí áóäåò ïðèìåíÿòü èõ â ðÿäå òóðîâ èãðû. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåìûé âûèãðûø òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â óñðåäíåííîé, ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ôîðìå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííóþ íà ïðàê-
òèêå ñèòóàöèþ ìàòðè÷íîé èãðû, òî åñòü ñëó÷àé àíòàãîíèñòè÷åñêîé
èãðû äâóõ ëèö, â êîòîðîé êàæäûé èç èãðîêîâ èìååò ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Ïóñòü â ðàñïîðÿæåíèè ïåðâîãî èãðîêà
èìåþòñÿ ñòðàòåãèè x1, ..., xn, à åãî îïïîíåíò ðàñïîëàãàåò ñòðàòåãèÿìè
y1, ..., xm. Â ýòîì ñëó÷àå èãðîâóþ ôóíêöèþ óäîáíî çàäàâàòü â âèäå
ìàòðèöû èãðû




a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

· · · · · ·
an1 an2 · · · anm




Ýëåìåíò ìàòðèöû aij õàðàêòåðèçóåò âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà, åñ-
ëè îí ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ xi (i = 1, ..., n), íà êîòîðóþ âòîðîé èãðîê
îòâå÷àåò ñòðàòåãèåé yj (j = 1, ...,m).
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Åñëè òåïåðü ïåðâûé èãðîê ïðèìåíÿåò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ âè-
äà x̃ = (λ1, ..., λn), à âòîðîé - ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ỹ = (µ1, ..., µm),
òî âûéãðûø ïåðâîãî èãðîêà åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ aij c âåðîÿòíîñòÿìè λiµj . Òîãäà âûéãðûø ïåðâîãî
èãðîêà ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ðàâåí ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî åñòü

f(x̃, ỹ) =
n∑

i=1

m∑

j=1

aijλiµj .

ßñíî, ÷òî ýòà áèëèíåéíàÿ ôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû
4.2.3 è ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

4.2.4. Òåîðåìà. Â êàæäîé ìàòðè÷íîé èãðå èãðå ñóùåñòâóåò õî-
òÿ áû îäíà ïàðà ðàâíîâåñíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

4.2.2. Ðàâíîâåñèå â ìîäåëè êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè.
Âîïðîñû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äåöåíòðàëèçîâàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì èíòåðåñîâàëè èññëåäîâàòåëåé ñ äàâíèõ ïîð. Â ýòèõ ñèñòåìàõ
êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ äåéñòâóåò èñêëþ÷èòåëüíî â ñâîèõ ñîáñòâåííûõ
èíòåðåñàõ, íå îáëàäàÿ êàêèìè-ëèáî çíàíèÿìè î ãëîáàëüíîì ñîñòîÿíèè
ýêîíîìèêè èëè ñâåäåíèÿìè î ïîâåäåíèè äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ. Êàê æå
ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü òàêàÿ ýêîíîìèêà? Ýòî ïàðàäîêñàëüíîå ñâîé-
ñòâî âïåðâûå îïèñàë çíàìåíèòûé àíãëèéñêèé ýêîíîìèñò Àäàì Ñìèò,
êîòîðûé óêàçûâàë â ñâîåé êíèãå "Áîãàòñòâî íàðîäîâ"(1778) :

"Êàæäûé èíäèâèäóóì ñòðåìèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñâîé êàïèòàë
òàê, ÷òîáû äîñòè÷ü íàèáîëüøåé âûãîäû. Îí îáû÷íî íå çàáîòèò-
ñÿ î áëàãå îáùåñòâà è äàæå íå ïðåäñòàâëÿåò ñåáå, íàñêîëüêî åãî
äåéñòâèÿ ýòîìó ñïîñîáñòâóþò. Îí ñòðåìèòñÿ òîëüêî ê ñâîåé ñîá-
ñòâåííîé áåçîïàñíîñòè, òîëüêî ê ñâîåé ñîáñòâåííîé âûãîäå. È îí
ðóêîâîäèòñÿ ïðè ýòîì íåâèäèìîé ðóêîé ñ òåì, ÷òîáû ñîäåéñòâî-
âàòü ðåàëèçàöèè öåëè, äîñòèæåíèå êîòîðîé íå âõîäèëî â åãî íàìå-
ðåíèÿ. Äåéñòâóÿ â ñâîèõ ëè÷íûõ èíòåðåñàõ, îí ÷àñòî ãîðàçäî ëó÷øå
ñïîñîáñòâóåò ðåàëèçàöèè öåëåé îáùåñòâà, ÷åì îí â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè íàìåðåâàëñÿ ýòî ñäåëàòü".

Íî Ñìèò íå îáúÿñíèë êàêèì îáðàçîì ýòà çíàìåíèòàÿ íåâèäèìàÿ
ðóêà óïðàâëÿåò, è òåì áîëåå íå äàë ñòðîãîé àðãóìåíòàöèè â ïîëüçó åå
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ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñäåëàòü ýòî ïîïûòàëñÿ ñïóñòÿ ñòî ëåò ôðàíöóçñêèé
ýêîíîìèñò Ëåîí Âàëüðàñ, êîòîðûé ïðåäïîëîæèë, ÷òî íà ñàìîì äåëå
"íåâèäèìîé ðóêîé" ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà öåí. Îñíîâíàÿ èäåÿ Âàëüðàñà
çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ñèñòåìå öåí èíäèâèäóàëüíûå
ïëàíû ñòàíîâÿòñÿ ñîâìåñòèìûìè äðóã ñ äðóãîì. Òàêàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ
ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì.

Îäíàêî èäåÿ Âàëüðàñà îñòàâàëàñü â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ëèøü áëå-
ñòÿùåé äîãàäêîé è áûëà ñòðîãî îáîñíîâàíà ëèøü â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû
ïðîøëîãî âåêà, êîãäà äëÿ ýòîãî áûë ãîòîâ ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Ñóùåñòâåííîå ìåñòî â ýòîì àïïàðàòå çàíèìàåò
òåîðèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé àñïåêò ïðîáëåìû, îñòàíîâèâøèñü íà
ìîäåëè, áëèçêîé ê ïðåäëîæåííîé Ê.Ýððîó, Æ.Äåáðå è Ë.Ìàêêåíçè
(ñì.íàïðèìåð, [68], [81], [82], [87]).

Ïóñòü â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïgî-
äóêòîâ. Â ñèñòåìó âõîäÿò k ïîòðåáèòåëåé, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
çàäàíî äîñòóïíîå åìó âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Xi ⊂ Rn

(i = 1, ...k) ïðîäóêòîâ (ïîòðåáèòåëüñêîå ìíîæåñòâî) . Âûáîð êàæ-
äîãî ïîòðåáèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ åãî èíäåêñîì ïîëåçíîñòè ui : Rn → R
(i = 1, ..., k). Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ui ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé è óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ:

ìíîæåñòâî
{xi ∈ Xi | ui(xi) ≥ ui(xi)}

âûïóêëî äëÿ âñåõ xi ∈ Xi.

Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå èìååò ïðîñòîé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë: åñëè
êàêèå-òî íàáîðû ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã áîëåå ïîëåçíû, ÷åì äàííûé,
òî è èõ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

Ïóñòü íàáîð (p1, ..., pn) õàðàêòåðèçóåò öåíû íà èìåþùèåñÿ â ñè-
ñòåìå ïðîäóêòû; ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ëèøü ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ýòèìè öåíàìè, à íå èõ àáñîëþòíûé ìàñøòàá, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ öåí çàïîëíÿåò ñîáîé öåíîâîé ñèìïëåêñ ∆ ⊂ Rn :
(p1, ..., pn), pi ≥ 0,

∑n
i=1 pi = 1.

Åñëè çàäàí íàáîð ïðîäóêòîâ x ∈ Rn, òî ïðè èìåþùèõñÿ öåíàõ
p ∈ ∆ ñòîèìîñòü ýòîãî íàáîðà õàðàêòåðèçóåòñÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü,
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ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < p, x >.

Ïðîèçâîäñòâåííûå âîçìîæíîñòè â ñèñòåìå õàðàêòåðèçóþòñÿ íà-
ëè÷èåì m ôèðì, ïðîèçâîäÿùèõ òîâàðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ
èç íèõ ñïîñîáíà âûïóñòèòü ëþáîé íàáîð òîâàðîâ èç òåõíîëîãè÷åñêî-
ãî ìíîæåñòâà Y j ⊂ Rn (j = 1, ...,m), êîòîðîå áóäåì ïðåäïîëàãàòü
âûïóêëûì è êîìïàêòíûì. Ñòðåìÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü
ïðè çàäàííûõ öåíàõ, ðåàëüíî j-ûé ïðîèçâîäèòåëü áóäåò äåëàòü ñâîé
âûáîð â ìíîæåñòâå

Ψj(p) = {y ∈ Y j | < p, y > = max
y′∈Y j

< p, y′ > = πj(p)}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Y j ñîäåðæèò íóëü, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò áåçäåéñòâèþ, òîãäà âñå ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè πj íåîòðè-
öàòåëüíû. Ìû ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Ψj :
∆ → Kv(Rn), j = 1, ..., m, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïðîèçâîäñòâåííûìè
ìóëüòèôóíêöèÿìè j-ãî ïðîèçâîäèòåëÿ. Èç òåîðåìû ìàêñèìóìà (Òå-
îðåìà 1.3.29) ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðîèçâîäñòâåííûå ìóëüòèôóíêöèè Ψj

ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, à âñå ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè πj íåïðåðûâ-
íû.

Íà âûáîð êàæäîãî èç ïîòðåáèòåëåé îêàçûâàþò âîçäåéñòâèå ïðåæ-
äå âñåãî ôèíàíñîâûå îãðàíè÷åíèÿ. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ îáîçíà÷èì ñèì-
âîëîì θij äîëþ ïðèáûëè j-ãî ïðîèçâîäèòåëÿ, ïîñòóïàþùóþ i-ìó ïî-
òðåáèòåëþ (ðå÷ü ìîæåò èäòè, íàïðèìåð, î äåðæàòåëÿõ àêöèé). Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∑k
i=1 θij = 1 (òàêîé "àëüòðóèçì" âïîëíå îáúÿñíèì,

åñëè ñ÷èòàòü "ïðîèçâîäèòåëåé" òàêæå è "ïîòðåáèòåëÿìè").
Äëÿ òîãî, ÷òîáû "âïèñàòü" â ìîäåëü è òîðãîâöåâ, ïîëàãàåì, ÷òî

êàæäûé èç ïîòðåáèòåëåé îáëàäàåò íàáîðîì òîâàðîâ ωi ∈ Rn äëÿ òîð-
ãîâëè. Òîãäà ïðè çàäàííûõ öåíàõ p ∈ ∆ êàæäûé èç ïîòðåáèòåëåé
îáëàäàåò ñðåäñòâàìè â îáúåìå

αi(p) = < p, ωi > +
m∑

j=1

θijπj(p),

ñêëàäûâàþùèìèñÿ èç äîõîäîâ îò òîðãîâëè è îò÷èñëåíèé ïðîèçâîäè-
òåëåé. ßñíî, ÷òî âñå ôóíêöèè αi íåïðåðûâíû.

Îñíîâíîå äîïóùåíèå, êîòîðîå äåëàåòñÿ â îïèñûâàåìîé ìîäåëè, õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ çàêîíîì Âàëüðàñà , îáåñïå÷èâàþùèì êàæäîìó èç ïî-
òðåáèòåëåé âîçìîæíîñòü "æèòü ïî ñðåäñòâàì è åùå êîå-÷òî íàêàïëè-
âàòü". Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ öåíàõ p ∈ ∆
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â êàæäîì ìíîæåñòâå Xi íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò xi = xi(p)
òàêîé, ÷òî

< p, xi > < αi(p).

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâà-
íèå â êàæäîì ìíîæåñòâå Xi òàêîãî ýëåìåíòà xi, ÷òî xi < ωi â ñìûñëå
ïîêîìïîíåíòíîãî ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ âûäåëÿþò äëÿ êàæäîãî
ïîòðåáèòåëÿ ìíîæåñòâî ðåàëüíî äîñòóïíûõ äëÿ íåãî áëàã:

W i(p) = {x ∈ Xi | < p, x > ≤ αi(p)}.
ßñíî, ÷òî â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé êàæäîå ìíîæåñòâî W i(p)
(i = 1, ..., k) íåïóñòî, âûïóêëî è êîìïàêòíî äëÿ âñåõ p ∈ ∆.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî.

4.2.5. Ëåììà. Êàæäîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå W i : ∆ → Kv(Rn),
(i = 1, ..., k) íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ìóëüòèîòîáðàæåíèå W i ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ïåðåñå÷åíèå W i = F i

0 ∩ F i
1 ïîñòîÿííîãî ìóëüòèîòîáðàæå-

íèÿ F i
0 : ∆ → Kv(Rn),

F i
0(p) ≡ Xi

è ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ F i
1 : ∆ → Cv(Rn),

F i
1(p) = {x ∈ Rn | < p, x > ≤ αi(p)}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F i
1 çàìêíóòî. Òàê êàê ìóëü-

òèîòîáðàæåíèå F i
0 íåïðåðûâíî, òî â ñèëó Òåîðåìû 1.3.3, ìóëüòèîòîá-

ðàæåíèå W i ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.
Äàëåå, òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî F i

1 êâàçèîòêðûòî, à çíà÷èò,
ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3.8, îíî ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Ïîñêîëüêó â ñèëó
çàêîíà Âàëüðàñà â êàæäîé òî÷êå p ∈ ∆ âûïîëíåíî

F i
0(p) ∩ intF i

1(p) 6= ∅,

ìû ìîæåì, ïðèìåíèâ Òåîðåìó 1.3.10, ïðèäòè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî W i

ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî. ¥

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé i-ûé ïîòðåáèòåëü áóäåò âûáèðàòü â
ìíîæåñòâå W i(p) äîñòóïíûõ åìó áëàã íàèáîëåå ïîëåçíûå:

Φi(p) = {x ∈ W i(p) | ui(x) = max
x′∈W i(p)

ui(x′)}.
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Ââèäó íàëîæåííûõ íà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè óñëîâèé, êàæäîå Φi(p);
i = 1, ..., k; p ∈ ∆ - íåïóñòîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Èñ-
ïîëüçóÿ Ëåììó 4.2.5 è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ìàêñèìóìà, ìû ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ Φi : ∆ → Kv(Rn) (i = 1, ..., k) ïî-
ëóíåïðåðûâíû ñâåðõó. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå Φi íàçûâàåòñÿ ìóëüòè-
ôóíêöèåé ñïðîñà i-ãî ïîòðåáèòåëÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü:
ñóììàðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ìóëüòèôóíêöèþ

Ψ(p) =
m∑

j=1

Ψj(p);

ñóììàðíóþ ìóëüòèôóíêöèþ ñïðîñà

Φ(p) =
k∑

i=1

Φi(p);

è ñóììàðíûé âåêòîð òîðãîâëè

ω =
k∑

i=1

ωi.

4.2.6. Îïðåäåëåíèå. Êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì â ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè íàçûâàåòñÿ òðîéêà

(p∗, x∗, y∗), p∗ ∈ ∆, x∗ ∈ Φ(p∗), y∗ ∈ Ψ(p∗),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

y∗ + ω ≥ x∗.

Ìû âèäèì, ÷òî ðàâíîâåñèå â äàííîé ìîäåëè äîñòèãàåòñÿ ïðè òàêèõ
öåíàõ, ïðè êîòîðûõ âåñü ñïðîñ íà ðûíêå ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåòñÿ,
è ïðè ýòîì êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ îïòèìèçèðóåò ëèøü ñâîè ñîáñòâåí-
íûå èíòåðåñû, íèêàê íå êîîðäèíèðóÿ èõ ñ äðóãèìè ïàðòíåðàìè èëè
êîíêóðåíòàìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ â
äàííîé ìîäåëè íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàå-
ìîå òåîðåìîé Ãåéëà�Íèêàéäî�Äåáðå îá èçáûòî÷íîì ñïðîñå.
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4.2.7. Òåîðåìà. Ïóñòü ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèå T : ∆ → Kv(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

< p, z > ≤ 0

äëÿ ëþáûõ p ∈ ∆ è z ∈ T (p). Òîãäà íàéäåòñÿ p∗ ∈ ∆ è z∗ ∈ T (p∗)
òàêîé, ÷òî z∗ ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.2.35, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî
ìíîæåñòâî Z = coT (∆) êîìïàêòíî. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèå S : Z → Kv(∆),

S(z) = {p ∈ ∆ | < p, z > = max
p′∈∆

< p′, z >}.

Â ñèëó òåîðåìû ìàêñèìóìà ìóëüòèîòîáðàæåíèå S ïîëóíåïðåðûâíî
ñâåðõó.

Çàäàäèì òåïåðü ìóëüòèîòîáðàæåíèå F : ∆ × Z → Kv(∆ × Z)
ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (p, z) = S(z)× T (p).

Èç Òåîðåìû 1.3.17 ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèå F ïîëóíåïðåðûâ-
íî ñâåðõó è ïîýòîìó ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êàêóòàíè î
íåïîäâèæíîé òî÷êå (ñì. Òåîðåìó 2.2.22). Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò
p∗ ∈ ∆ è z∗ ∈ Z òàêèå, ÷òî p∗ ∈ S(z∗) è z∗ ∈ T (p∗).

Íî òîãäà èìååì, ñ îäíîé ñòîðîíû, < p∗, z∗ > ≤ 0 ïî óñëîâèþ
òåîðåìû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, < p, z∗ > ≤ < p∗, z∗ > äëÿ ëþáî-
ãî p ∈ ∆ ïî îïðåäåëåíèþ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
< p, z∗ > ≤ 0 äëÿ ëþáîãî p ∈ ∆, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî z∗ ≤ 0. ¥

Ìû ìîæåì äîêàçàòü òåïåðü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ðàçäåëà.

4.2.8. Òåîðåìà. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â äàííîé ìîäå-
ëè ñóùåñòâóåò êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Òåîðåìû 1.3.20 ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèôóíê-
öèÿ èçáûòî÷íîãî ñïðîñà T : ∆ → Kv(Rn), çàäàííàÿ êàê

T (p) = Φ(p)−Ψ(p)− ω,

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Ïîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Òåîðåìû 4.2.7.
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Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå p ∈ ∆ è z ∈ T (p). Òîãäà
èìååì

z = x− y − ω,

ãäå x =
∑k

i=1 xi, xi ∈ Φi(p), i = 1, ..., k; è y =
∑m

j=1 yj , yj ∈ Ψj(p),
j = 1, ..., m.

Â ñèëó îïòèìàëüíîñòè âåêòîðîâ yj (j = 1, ..., m) ïîëó÷àåì äëÿ
êàæäîãî i = 1, ..., k ñîîòíîøåíèÿ

< p, xi > ≤ < p, ωi > +
m∑

j=1

θij < p, yj > .

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî i, ïîëó÷àåì

< p, x > ≤ < p, ω > +
k∑

i=1

m∑

j=1

θij < p, yj >

= < p, ω > +
m∑

j=1

k∑

i=1

θij < p, yj > = < p, ω > +
m∑

j=1

< p, yj >

= < p, ω > + < p, y > = < p, ω + y >,

îòêóäà è âûòåêàåò, ÷òî < p, z > ≤ 0. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ
ïðèìåíåíèåì Òåîðåìû 4.2.7. ¥

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïå-
íè ìóëüòèîòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò äîêàçàòü (ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíè-
òåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) ñóùåñòâîâàíèå â äàííîé ìîäåëè ïîëîæè-
òåëüíûõ ðàâíîâåñíûõ öåí (ñì. [95]).
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Áèáëèîãðàôè÷åñêèå óêàçàíèÿ è äîïîëíå-
íèÿ

ß êàê-òî ïîëó÷èë ïèñüìî îò ÷èòàòåëÿ:
"×òîáû ïîíÿòü âàøè "Íåïðè÷åñàííûå
ìûñëè", íàäî áûòü î÷åíü íà÷èòàííûì".
Ñðàçó îòâåòèë òåëåãðàììîé: "À êàê æå!"

Ñòàíèñëàâ Åæè Ëåö

Óâèäåâ íàçâàíèÿ íàõîäèâøèõñÿ çäåñü
êíèã, îí îáëåã÷åííî âçäîõíóë è çàìåòíî
óñïîêîèëñÿ. Îí áûë ñðåäè äðóçåé.

Ðýéìîíä Ô. Äæîóíñ "Óðîâåíü øóìà"

Ãëàâà 1.

Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ âïåðâûå ïî-
ÿâèëîñü, ïî-âèäèìîìó, â ðàáîòå èçâåñòíîãî ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Ê.
Êóðàòîâñêîãî (K. Kuratowski) [259] â 1931 ã. (ñì. òàêæå [78], [79]), õîòÿ
åùå â XIX â. ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç îïåðèðîâàë ìíîãîçíà÷íûìè àíà-
ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Îïðåäåëåíèå Êóðàòîâñêîãî îïèðàëîñü, îä-
íàêî, íà ïðî÷íóþ îñíîâó - êîíöåïöèþ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
âûðàáîòàííóþ â íà÷àëå XX â., è ñ òåõ ïîð êàê òî÷íî îïðåäåëåííûé
ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò ýòî ïîíÿòèå ñòàëî èçó÷àòüñÿ ñ ðàçëè÷íûõ òî-
÷åê çðåíèÿ è íàøëî ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ.

Ñðåäè ìîíîãðàôèé (èëè êðóïíûõ ñòàòåé îáçîðíîãî õàðàêòåðà),
ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåííûõ òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-
æåíèé, âûäåëèì ðàáîòû Ê. Áåðæà (C. Berge) [8], [154]; Â.È. Áëàãîäàò-
ñêèõ [10]; Í.À. Áîáûëåâà, Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà è Ñ.Ê. Êîðîâèíà [12]; Þ.Ã.
Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, À.Ä. Ìûøêèñà è Â.Â. Îáóõîâñêîãî [19],
[20], [21], [22], [23]; Á.Ä. Ãåëüìàíà è Â.Â. Îáóõîâñêîãî [51]; Æ.-Ï. Îáå-
íà (J.-P. Aubin) [89], [139]; Æ.-Ï. Îáåíà è È. Ýêëàíäà (I. Ekeland) [90];
Æ.-Ï. Îáåíà è À. ×åëëèíà (A. Cellina) [140]; Æ.-Ï. Îáåíà è Ã. Ôðàí-
êîâñêîé (H. Frankowska) [141]; Â.È. Îïîéöåâà [99]; Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà
[104]; Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [106]; À.À. Òîëñòîíîãîâà [112]; Â.Â. Ôåäîð÷ó-
êà è Â.Â. Ôèëèïïîâà [119]; ß. Àíäðåñà (J. Andres) è Ë. Ãóðíåâè÷à
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(L. G�orniewicz) [131]; Þ. Àïïåëÿ (J. Appell), Ý. Äå Ïàñêàëå (E. De
Pascale), Õ.Ò. Íãóåíà (H.T. Nguyen) è Ï.Ï. Çàáðåéêî [138]; Ø. Êàñòå-
íà (C. Castaing) è Ì. Âàëàäüå (M. Valadier) [173]; Ð. Êðîññà (R. Cross)
[186]; Ê. Äàéìëèíãà (K. Deimling) [190], [191]; Ë. Ãóðíåâè÷à [215], Ñ.
Õó (S. Hu) è Í.Ñ. Ïàïàãåîðãèó (N.S. Papageorgiou) [232], [234]; Ì.È.
Êàìåíñêîãî, Â.Â. Îáóõîâñêîãî è Ï. Äçåêêà (P. Zecca) [247]; Ý. Êëåéíà
(E. Klein) è Ý. Òîìïñîíà (A.C. Thompson) [252]; Æ.Ì. Ëàñðè (J.M.
Lasry) è Ð. Ðîáåðà (R. Robert) [266]; À. Ïåòðóñåëÿ (A. Petru�sel) è Ã.
Ìîòà (G. Mo�t)[298]; Ì. Ñðåáðíû (M. Srebrny) [321]; Ý. Öàéäëåðà (E.
Zeidler) [334].

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-
æåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, à òàêæå èõ ïðèëîæåíèé
(âïëîòü äî íà÷àëà äåâÿíîñòûõ ãîäîâ) îòðàæåíû â îáçîðàõ [19], [20],
[22], [23], [51]. Çàìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ýòèõ îáçîðîâ
ñîäåðæèò áîëåå 2500 íàèìåíîâàíèé. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðàçëè÷-
íûõ àñïåêòîâ òåîðèè è ïðèëîæåíèé âìåñòå ñ îáøèðíîé áèáëèîãðàôè-
åé ñîäåðæèòñÿ òàêæå â äâóõòîìíîì "Ñïðàâî÷íèêå ïî ìíîãîçíà÷íîìó
àíàëèçó"[232], [234].

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ñëåäóåò îãîâîðèòüñÿ, ÷òî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
áîëüøèíñòâî ðàçäåëîâ òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàçâèòî ñòîëü øèðîêî, ÷òî ïðèâîäèìàÿ â
íàñòîÿùåé êíèãå áèáëèîãðàôèÿ, ðàâíî êàê è äàííûå êîììåíòàðèè íè
â êîåé ìåðå íå ïðåòåíäóþò íà ïîëíîòó.

Èññëåäîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ìóëüòèîòîáðàæåíèé è ñâîéñòâ îïå-
ðàöèé íàä íèìè âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ê. Êóðàòîâñêîãî [259], [78], [79])
è Ê. Áåðæà [8], [154]. (Îòìåòèì, âïðî÷åì, îøèáî÷íîñòü Òåîðåìû 13
â �9 [8] è Òåîðåìû 3 â �2 ãë. 6 [154] î ïåðåñå÷åíèè ïîëóíåïðåðûâ-
íûõ ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèé). Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ íåïðåðûâíî-
ñòè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ìóëüòèîòîáðàæåíèé áûëî
ïðîâåäåíî â äèññåðòàöèè Â.Â. Îáóõîâñêîãî (1974 ã.), ãäå áûëî ââåäå-
íî ïîíÿòèå êâàçèîòêðûòîãî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ è äîêàçàíû Òåîðåìû
1.3.8 � 1.3.10. (Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â îáçîðå [20]). Ñóùå-
ñòâîâàíèå "ïðÿìîóãîëüíîé" îêðåñòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ, êîòîðóþ ìîæíî âïèñàòü â ïðîèçâîëüíóþ åãî îêðåñòíîñòü,
èñïîëüçîâàííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.3.17, ñîñòàâëÿåò ñî-
äåðæàíèå òåîðåìû Óîëëåñà (ñì. [69]). Òåîðåìà ìàêñèìóìà (Òåîðåìà
1.3.29) äîêàçàíà Áåðæåì [154].
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Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîãî ñå÷åíèÿ ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ, âîñõîäÿùàÿ ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ý. Ìàéêëà (E. Michael) [276]
ïîëó÷èëà â äàëüíåéøåì øèðîêîå ðàçâèòèå è íàøëà ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïðèëîæåíèÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îòìåòèì
ëèøü îáçîð [277], ìîíîãðàôèè [297], [307], [317], ñïåöèàëüíî ïîñâÿ-
ùåííûå ýòîìó âîïðîñó, à òàêæå ðàáîòû [3], [29], [30], [31], [54], [135],
[165], [202], [269], [278], [316].

Ïåðâûå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ îäíîçíà÷íûõ
àïïðîêñèìàöèé ó ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó âûïóêëîçíà÷íûõ ìóëüòè-
îòîáðàæåíèé âåäóò íà÷àëî îò ðàáîò Äæ. ôîí Íåéìàíà [281] è Ñ. Êà-
êóòàíè [239]. Àïïðîêñèìàöèîííûé ðåçóëüòàò (Òåîðåìà 1.4.12) äîêà-
çàí â ðàáîòå À. Ëàñîòû (A. Lasota) è Ç. Îïèàëà (Z. Opial) [263]. Åãî
÷àñòíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàëèñü À. ×åëëèíîé [174], [175], [176], Þ.Ã.
Áîðèñîâè÷åì, Á.Ä. Ãåëüìàíîì, Ý. Ìóõàìàäèåâûì è Â.Â. Îáóõîâñêèì
[17], [18].

Ñóùåñòâîâàíèå îäíîçíà÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ó ìóëüòèîòîáðàæå-
íèé ñî ñòÿãèâàåìûìè çíà÷åíèÿìè èçó÷àëîñü â öèêëå ðàáîò Äæ. Àíè-
êèíè (G. Anichini), Äæ. Êîíòè (G. Conti) è Ï. Äçåêêà (P. Zecca) [133],
[134], [135], à ó ìóëüòèîòîáðàæåíèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ àá-
ñîëþòíûìè ðåòðàêòàìè � â ðàáîòå Äæ. Àíèêèíè [132].

Âàæíûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè è òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé íàøëè âåäóùèå ñâîå íà÷àëî îò ðà-
áîòû À.Ä. Ìûøêèñà [85] ðåçóëüòàòû ïî àïïðîêñèìàöèè ìóëüòîòîá-
ðàæåíèé ñ àñôåðè÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Äàäèì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ.
Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Y íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0
òàêîå, ÷òî êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîé ñôåðû σ :
Sn → Uδ(M), n = 0, 1, 2, ... ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî íåïðåðûâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ øàðà σ̃ : Bn+1 → Uε(M). Äàëåå, íàïîìíèì òàêæå
(ñì., íàïðèìåð, [26]), ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ àá-
ñîëþòíûì îêðåñòíîñòíûì ðåòðàêòîì èëè ANR-ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè ïðè âñÿêîì ãîìåîìîðôèçìå h, îòîáðàæàþùåì åãî íà çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y, ìíîæåñòâî h(X) åñòü
ðåòðàêò íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè â Y. Îòìåòèì, ÷òî êëàññ ANR-
ïðîñòðàíñòâ äîñòàòî÷íî øèðîê: â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîìåðíûé êîìïàêò
ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëîêàëü-
íî ñòÿãèâàåì. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî êîìïàêòíûå ïîëè-
ýäðû è êîìïàêòíûå êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ANR-
ïðîñòðàíñòâàìè. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ çàìêíó-
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òûõ ìíîæåñòâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå òàêæå åñòü ANR-ïðî-
ñòðàíñòâî. Òåïåðü çàìåòèì (ñì., íàïðèìåð, [215]), ÷òî ëþáûå êîìïàêò-
íûå âûïóêëûå èëè, áîëåå îáùî, ñòÿãèâàåìûå ïîäìíîæåñòâà ANR-
ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿþòñÿ àñôåðè÷íûìè. Áîëåå òîãî, åñëè ïîäìíî-
æåñòâî òàêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ Rδ-ìíîæåñòâîì, ò.å. ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êîìïàêòíûõ ñòÿãèâàåìûõ ìíîæåñòâ, òî îíî òàêæå àñôåðè÷íî.

Êîíñòðóêöèÿ àïïðîêñèìàöèè À.Ä. Ìûøêèñà ìîäèôèöèðîâàëàñü
â ðàáîòàõ Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à è Þ.Å. Ãëèêëèõà [24] è Þ.Å. Ãëèêëèõà
[53], à òàêæå â ðàáîòàõ ïîëüñêèõ ìàòåìàòèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ðà-
áîòå Ë. Ãóðíåâè÷à, À. Ãðàíàñà (A. Granas) è Â. Êðûøåâñêîãî (W.
Kryszewski) [216] (ñì. òàêæå [215]) äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå: åñëè X � êîìïàêòíîå ANR-ïðîñòðàíñòâî, à Y � ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî êàæäîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìóëüòèî-
òîáðàæåíèå F : X → K(Y ) ñ àñôåðè÷íûìè çíà÷åíèÿìè îáëàäà-
åò ε-àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ëþáîãî ε > 0. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî
δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε0 > 0, ÷òî ëþáûå äâå ε-àïïðîêñèìàöèè F
(0 < ε ≤ ε0) ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû äåôîðìàöèåé, ïðîòåêàþùåé â
êëàññå δ-àïïðîêñèìàöèé.

Îòìåòèì ðàáîòó [35] (ñì. òàêæå [19]), â êîòîðîé, îïèðàÿñü íà êîí-
ñòðóêöèþ À.Ä. Ìûøêèñà, äàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ îäíîçíà÷íîé ε-àïïðîêñèìàöèè ê íåêîòîðîìó êëàññó ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé. Âîïðîñû õàðàêòåðèçàöèè ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ ïî-
ìîùüþ îäíîçíà÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ [155],
[158].

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå èçìåðèìûõ ìóëüòèôóíêöèé íà÷àëîñü â
øåñòèäåñÿòûå ãîäû, êîãäà ñòàëè âûÿâëÿòüñÿ èõ èíòåðåñíûå ïðèëîæå-
íèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, âûïóêëîì àíàëèçå è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Ñðå-
äè ïåðâûõ ðàáîò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ îòìåòèì èññëåäîâàíèÿ Ø. Êàñòå-
íà [171], Æ. Äåáðå (G. Debreu) [188], Ì. Äæåêîáñà (M.Q. Jacobs) [238],
×. Îëåõà (C. Olech) [291], À. Ïëèøà (A. Pli�s) [302], Ð.Ò. Ðîêàôåëëà-
ðà (R.T. Rockafellar) [310]. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè èçìåðèìûõ
ìóëüòèôóíêöèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ø. Êàñòåíà è Ì. Âàëà-
äüå [173], ñïåöèàëüíî ïîñâÿùåííîé ýòîìó âîïðîñó. Ìíîãèå âîïðîñû
òåîðèè è ïðèëîæåíèé îïèñàíû òàêæå â ìîíîãðàôèÿõ è ðàáîòàõ [2],
[10], [20], [21], [22], [33], [51], [52], [64], [65], [83], [112], [138], [140], [141],
[190], [191], [212], [220], [228], [229], [230], [232], [247], [251], [252], [311],
[321].

169



Ðàçëè÷íûå âåðñèè Òåîðåìû 1.5.6 ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê â êíèãå
[173], òàê è âî ìíîãèõ èç óêàçàííûõ âûøå ðàáîò. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå èçìåðèìîãî ñå÷åíèÿ áûëî äîêàçàíî Ê. Êóðàòîâñêèì
è Ê. Ðûëëü-Íàðäçåâñêèì â [260]. Ðàííèé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû ñî-
äåðæèòñÿ â ðàáîòå Â.À. Ðîõëèíà [108]. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ
Êàñòåíà äîêàçàíî â [171]. Çàìåòèì âïðî÷åì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ïëîò-
íîé "òðóáêè" íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó ìóëü-
òèîòîáðàæåíèÿ âîñõîäèò ê Ý. Ìàéêëó [276]. Ñâîéñòâî Ëóçèíà äëÿ
ìóëüòèôóíêöèé èçó÷àëîñü À. Ïëèøåì [302] è Ì. Äæåêîáñîì [238].

Îïðåäåëåíèå ìíîãîçíà÷íîãî èíòåãðàëà, ïðèâîäèìîå íàìè, âîñõî-
äèò ê Ð. Àóìàííó (R. Aumann) [143]. Äðóãèå ïîäõîäû ïðåäëàãàëèñü,
íàïðèìåð, Æ. Äåáðå [188] è Ì. Õóêóõàðîé (M. Hukuhara) [236]. Äîêà-
çàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.5.12, à òàêæå îïèñàíèå äðóãèõ ñâîéñòâ ìíîãî-
çíà÷íîãî èíòåãðàëà ìîæåò áûòü íàéäåíî â êíèãàõ Â. Ãèëüäåíáðàíäà
(W. Hildenbrand) [52], À.Ä. Èîôôå è Â.Ì. Òèõîìèðîâà [65], Á.Ø.
Ìîðäóõîâè÷à [83], À.À. Òîëñòîíîãîâà [112], Æ.-Ï. Îáåíà è Ã. Ôðàí-
êîâñêîé [141], Á. Ãëîääå (B. Glodde) è Ã.-Ä. Íèïàæà (H.-D. Niepage)
[212], Ñ. Õó è Í.Ñ. Ïàïàãåîðãèó [232], Ý. Êëåéíà è Ý. Òîìïñîíà [252],
Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà [104] è äðóãèõ. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ìíî-
ãîçíà÷íîìó èíòåãðàëó ïðèâåäåíà â îáçîðàõ [20] è [51].

Ñâîéñòâà ìóëüòèôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Êàðàòåî-
äîðè, à òàêæå ñóïåðïîçèöèîííîãî ìóëüòèîïåðàòîðà îïèñàíû â ìîíî-
ãðàôèÿõ [21], [112], [138], [191], [232], [234], [247]. Òåîðåìà 1.5.14 äëÿ
ñëó÷àÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ äîêàçàíà Í. Êèêó÷è (N.Kikuchi)
[250]. Êîíòðïðèìåðû 1.5.20 (à,á) ïîñòðîåíû Â.Â. Îáóõîâñêèì (ñì. [93]
è [137]). Òåîðåìà 1.5.22 î ñóïåðïîçèöèîííîé ñåëåêòèðóåìîñòè äîêàçà-
íà Ø. Êàñòåíîì [172]. Ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ìóëüòèîïåðàòîðà ñó-
ïåðïîçèöèè ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå À. Ëàñîòû è Ç. Îïèàëà [261].
Íà÷èíàÿ ñî ñòàòüè [121], ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ëåììû Ôèëèïïîâà ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ: [33],
[83], [88], [171], [198], [220], [230], [237]. (Áîëåå ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà-
ôèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà â îáçîðàõ [20] è [51]). Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû î ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìóëüòèîïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè
ìîæåò áûòü íàéäåíî â [191], Òåîðåìà 9.3.

Îòìåòèì, ÷òî âíå ðàìîê íàøåãî èçëîæåíèÿ îñòàëñÿ òàêîé âàæíûé
ðàçäåë ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà, êàê äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå.
Îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé
äëÿ ìóëüòèôóíêöèé, íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ è áèáëèîãðàôèþ ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ [141], [232], [320], à òàêæå îáçîðàõ
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[20], [51].

Ãëàâà 2.

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ñ. Íàäëåðà (S.B. Nadler, Jr) [280] è Äæ. Ìàðêèíà
(J.T. Markin) [275], òåîðåìàì î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ñæèìàþùèõ è
íåðàñòÿãèâàþùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ïîñâÿùåíî î÷åíü áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ðàáîò (áèáëèîãðàôèÿ äî 1987 ã. ïðèâåäåíà â îáçîðàõ [20] è
[23]). Îòìåòèì èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ â ìîíîãðàôèÿõ [213], [215],
[223], [232], [251], [298], [315], [327] è äð. Òåîðåìà 2.1.2 äîêàçàíà Ñ.
Íàäëåðîì [280] äëÿ ñëó÷àÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ñ çàìêíóòûìè îãðà-
íè÷åííûìè çíà÷åíèÿìè è óòî÷íåíà â ðàáîòå [185] äëÿ ñëó÷àÿ ìóëü-
òèîòîáðàæåíèÿ ñ çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè. Òåîðåìà 2.1.3 ïðèâåäåíà
â ðàáîòå [319]. Â ýòîé æå ðàáîòå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëü-
òàòû î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íûõ ñæè-
ìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íûõ ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé èçó÷àëàñü â
ðàáîòå [195]. Òåîðåìà 2.1.4 äîêàçàíà Á.Ä.Ãåëüìàíîì. Ëîêàëüíûé âà-
ðèàíò ýòîé òåîðåìû îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [45]. Òåîðåìà 2.1.6 ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì âàðèàíòîì òåîðåìû Á. Ðè÷åðè [308]. Âïåðâûå òåõíèêà òå-
îðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé ñ çàìêíó-
òûìè ëèíåéíûìè ñþðúåêòèâíûìè îïåðàòîðàìè áûëà ïðèìåíåíà â ðà-
áîòå [49]. Î íåêîòîðûõ äðóãèõ ðåçóëüòàòàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñì. [38],
[44], [46], [48]. Òåîðåìà 2.1.11 â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñþðúåêòèâíîãî
îïåðàòîðà áûëà äîêàçàíà â [308], Òåîðåìà 2.1.11 è Òåîðåìà 2.1.12 ÿâ-
ëÿþòñÿ íîâûìè. Ñëåäñòâèå 2.1.13 âîñõîäèò ê ðàáîòàì È.Ö. Ãîõáåðãà
è Ì.Ã. Êðåéíà, â êîòîðûõ îíî äîêàçûâàëîñü èíûìè ìåòîäàìè.

Ïåðâûå ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ âûïóêëîçíà÷íûõ
ìóëüòèïîëåé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëè ïðåäëîæåíû À. Ãðàíà-
ñîì â 1959 ã. â ðàáîòàõ [221], [222]. Îäíàêî ïðèìåíåííàÿ Ãðàíàñîì êîí-
ñòðóêöèÿ îïèðàëàñü íà "ñëèøêîì ñèëüíîå îðóæèå": ãîìîëîãè÷åñêèå
ìåòîäû, âåäóùèå ñâîå íà÷àëî îò èçâåñòíîé ðàáîòû Ñ. Ýéëåíáåðãà (S.
Eilenberg) è Ä. Ìîíòãîìåðè (D. Montgomery) [196] è îñíîâàííûå íà
òåîðåìå Âèåòîðèñà�Áåãëà îá èçîìîðôèçìå (ñì., íàïðèìåð, [110]). Èñ-
ïîëüçîâàíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ñòåïåíè ìåòîäà îäíîçíà÷íûõ àï-
ïðîêñèìàöèé áîëåå ïðîñòî, ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíî è ÷àñòî ïîçâîëÿ-
åò ñâîäèòü âû÷èñëåíèå ñòåïåíè ê ñîîòâåòñòâóþùèì "îäíîçíà÷íûì"
ñèòóàöèÿì. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí îäíîâðåìåííî è íåçàâèñè-
ìî Þ.Ã. Áîðèñîâè÷åì, Á.Ä. Ãåëüìàíîì, Ý. Ìóõàìàäèåâûì è Â.Â.
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Îáóõîâñêèì [17], [18] è À. ×åëëèíîé è À. Ëàñîòîé [177]. Îòìåòèì
òàêæå ðàáîòó Ì. Õóêóõàðû [235], êîòîðûé îïðåäåëèë òîïîëîãè÷å-
ñêóþ ñòåïåíü ìóëüòèïîëåé ñ ïîìîùüþ ìíîãîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ
àïïðîêñèìàöèé. Îñíîâàííîå íà àïïðîêñèìàòèâíûõ ìåòîäàõ ñèñòåìà-
òè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè êîìïàêòíûõ âû-
ïóêëîçíà÷íûõ ìóëüòèïîëåé â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñî-
äåðæèòñÿ â ðàáîòàõÞ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Á.Ä. Ãåëüìàíà, À.Ä. Ìûøêèñà,
Â.Â. Îáóõîâñêîãî [19] (îòíîñèòåëüíûé ñëó÷àé) è Ò.-Â. Ìà (T.-W. Ma)
[268] ("àáñîëþòíûé" ñëó÷àé).

Ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà îäíîçíà÷íûõ àïïðîêñèìàöèé íà ñëó÷àé
ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ íåâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè (ñì. âûøå) ïîçâî-
ëèëî ïðèäàòü åìó õàðàêòåð äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíîãî ñðåäñòâà äëÿ
êîíñòðóèðîâàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèïîëåé ñàìûõ ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ (ñì. ìîíîãðàôèè [131], [215], [232], [254], à òàêæå ðà-
áîòû [53], [73], [149], [156], [216], [289]).

Â òî æå âðåìÿ è ãîìîëîãè÷åñêèå ìåòîäû îêàçàëèñü âåñüìà ýô-
ôåêòèâíû â çàäà÷å î ïîñòðîåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé ñ àöèêëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè, èõ êîìïîçèöèé è ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé èìåþùèõ áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. (Íàïîìíèì, ÷òî
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷íûì, åñëè îíî èìååò òå æå ãîìîëîãèè,
÷òî è òî÷êà. Âûïóêëûå, ñòÿãèâàåìûå, Rδ-ìíîæåñòâà � àöèêëè÷íû).

Ãîìîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëü-
òèîòîáðàæåíèé èññëåäîâàíû è îïèñàíû â îáçîðàõ [19], [20], [22], [23],
ìîíîãðàôèÿõ [131], [194], [215], [247], [254], [255], [266], ðàáîòàõ [96],
[170], [181], [203], [207], [217], [224], [257], [258], [264], [328].

Îòìåòèì ðàáîòû Á.Ä. Ãåëüìàíà [36], [37], [39], [207] è ðàáîòó [153],
â êîòîðûõ ñòðîèëèñü è èçó÷àëèñü òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ìóëüòèîòîáðàæåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïå-
íè. Êîíñòðóêöèè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê áûëè îñíîâàíû íà èçó÷åíèè ãî-
ìîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ãðàôèêîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

Åùå îäíî èíòåðåñíîå è èíòåíñèâíî ðàçâèâàâøååñÿ â ïîñëåäíèå äå-
ñÿòèëåòèÿ íàïðàâëåíèå â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìóëüòèî-
òîáðàæåíèé ñâÿçàíî ñ åå ðàñïðîñòðàíåíèåì íà ñëó÷àé íåêîìïàêòíûõ
ìóëüòèïîëåé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîîñòðàíñòâàõ. Íàèáîëüøåå âíè-
ìàíèå â ýòîé ñâÿçè ïðèâëåê êëàññ óïëîòíÿþùèõ ìóëüòèîòîáðàæå-
íèé, ÷òî áûëî ñâÿçàíî ñ îäíîé ñòîðîíû ñ òåì, ÷òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ñîâîêóïíîñòè êîìïàêòíûõ ìóëüòèîòîá-
ðàæåíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ñ òåì, ÷òî ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ òàêîãî
ðîäà åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
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íèé è âêëþ÷åíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. íèæå). Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [19], [20], [247]).

Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è (A,≥) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå β : P (E) → A íàçûâàåòñÿ ìåðîé
íåêîìïàêòíîñòè (ÌÍÊ) â E, åñëè

β(coΩ) = β(Ω)

äëÿ ëþáîãî Ω ∈ P (E). ÌÍÊ β íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé, åñëè A =
[0,∞] ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì è β(Ω) < ∞ äëÿ ëþáîãî îãðàíè-
÷åííîãî Ω ∈ P (E). Èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè âåùåñòâåííûõ ìåð íåêîì-
ïàêòíîñòè ÿâëÿþòñÿ:

ÌÍÊ Õàóñäîðôà:

χ(Ω) = inf{ε > 0 : Ω èìååò êîíå÷íóþ ε-ñåòü}

è ÌÍÊ Êóðàòîâñêîãî:

α(Ω) = inf{d > 0 : Ω äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà êîíå÷íîå ÷èñëî

ìíîæåñòâ, äèàìåòð êîòîðûõ ìåíüøå d}.
Äàëåå, ïóñòü X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî E. Ìóëüòèîòîáðàæåíèå

F : X → K(E) íàçûâàåòñÿ óïëîòíÿþùèì îòíîñèòåëüíî ÌÍÊ β
(èëè β-óïëîòíÿþùèì), åñëè äëÿ ëþáîãî Ω ⊆ X ñîîòíîøåíèå

β(F (Ω)) ≥ β(Ω)

âëå÷åò îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü Ω. Åñëè β � âåùåñòâåííàÿ ÌÍÊ,
òî âàæíûé êëàññ ñîñòàâëÿþò (k, β)-óïëîòíÿþùèå ìóëüòèîòîáðàæå-
íèÿ (0 ≤ k < 1), ò.å. òàêèå, ÷òî

β(F (Ω)) ≤ kβ(Ω)

äëÿ ëþáîãî Ω ⊆ X. ßñíî, ÷òî êîìïàêòíûå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ óïëîòíÿþùèìè. Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿþò ìóëü-
òèîòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ñóììû êîìïàêòíîãî è k-ñæèìà-
þùåãî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà ìóëüòèîòîáðàæåíèé: îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî òàêèå ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ (k, χ)-óïëîòíÿþùè-
ìè (ñì. [50], [247]).
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Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì óïëîòíÿþùåãî îòíîñèòåëüíî äîñòàòî÷íî
"õîðîøåé" ÌÍÊ ìóëüòèîòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ
íåãî âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà (ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíî-
æåñòâà), àïðèîðè ñîäåðæàùåãî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè è òàêîãî, ÷òî
ñóæåííîå íà íåãî ìóëüòèîòîáðàæåíèå êîìïàêòíî. Ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè óïëîòíÿþ-
ùåãî ìóëüòèïîëÿ ðàçâèòóþ â Ãëàâå 2 òåîðèþ îòíîñèòåëüíîé òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñòåïåíè. Èìåííî òàêîé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí â ðàáîòå Â.Â.
Îáóõîâñêîãî [91], ãäå áûëà ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ñòåïåíè óïëîòíÿþùåãî ìóëüòèïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå. Â äàëü-
íåéøåì ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïå-
íè óïëîòíÿþùèõ è äðóãèõ íåêîìïàêòíûõ ìóëüòèïîëåé èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ Â.Â. Ïåòðèøèíà (W.V. Petryshyn) è Ï.Ì. Ôèòöïàòðèêà (P.M.
Fitzpatrick) [299], Äæ.Ð.Ë. Âåááà (J.R.L. Webb) [326], Â.Â. Îáóõîâñêî-
ãî è Å.Â. Ãîðîõîâà [98], À. Âàíäåðáîâåäå (A. Vanderbauwhede) [323].
Íà ñëó÷àé óïëîòíÿþùèõ àöèêëè÷åñêèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé òåîðèÿ
òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè áûëà ðàñïðîñòðàíåíà â ðàáîòå Â.Â. Îáóõîâ-
ñêîãî [96] (ñì. òàêæå îáçîð [22] è ðàáîòû Ë. Ãóðíåâè÷à è Ç. Êóõàðñêî-
ãî (Z. Kucharski) [217]; Äæ. Êîíòè (G. Conti), Â.Â. Îáóõîâñêîãî è Ï.
Äçåêêà [181]). Ñòåïåíü äëÿ óïëîòíÿþùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîìïîçèöèþ ñóïåðïîçèöèîííîãî ìóëüòèîïåðàòî-
ðà ñ àáñòðàêòíûì ðàçðåøàþùèì îïåðàòîðîì, îïðåäåëåíà â ðàáîòå Ð.
Áàäåðà (R. Bader), Ì.È. Êàìåíñêîãî è Â.Â. Îáóõîâñêîãî [148]. Ñè-
ñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ íåêîì-
ïàêòíûõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ (ñ äîïîëíèòåëüíû-
ìè ññûëêàìè) ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ àâòîðîâ [19], [20], [22], Þ.Ã.
Áîðèñîâè÷à [15], [16] è ìîíîãðàôèè Ì.È. Êàìåíñêîãî, Â.Â. Îáóõîâ-
ñêîãî è Ï. Äçåêêà [247].

Âàæíûì è íàøåäøèì èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ íàïðàâëåíèåì â òå-
îðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ñòåïåíè ñîâïàäåíèÿ
ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè
îïåðàòîðàìè. Îòìåòèì çäåñü ðàáîòû Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à [15], [16], Ý.
Òàðàôäàðà (E. Tarafdar) è Ñ.Ê. Òåî (S.K. Teo) [322], Ò. Ïðóøêî (T.
Pruszko) [306], Ä. Ãàáîð (D. Gabor) è Â. Êðûøåâñêîãî [204], Â.Â. Îáó-
õîâñêîãî, Ï. Äçåêêà è Â.Ã. Çâÿãèíà [289], Ñ.Â. Êîðíåâà è Â.Â. Îáó-
õîâñêîãî [73] (ñì. òàêæå ìîíîãðàôèè [131], [191], [232], [255]).

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ê èçó÷åíèþ
áèôóðêàöèé ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ìîæåò áûòü íàéäåíî
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â êíèãàõ [215], [255].

Â õîäå ïîñòðîåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê
ìóëüòèîòîáðàæåíèé åñòåñòâåííî âîçíèê âîïðîñ èçó÷åíèÿ òîïîëîãè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñâÿçíîñòü è àöèê-
ëè÷íîñòü ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [38],
[41], [47], [131], [205], [215], [265], [266] è äð. Âîïðîñû òîïîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê îñâåùåíû â ðàáîòàõ [6],
[38], [41], [195], [318], [319] è äð.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ
ìóëüòèîòîáðàæåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, êîíñòðóêöèè òîïîëîãè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ, îòëè÷íûõ îò ñòåïåíè (÷èñëà Ëåôøåöà è Íèëüñåíà),
çàäà÷è î ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé, èõ ïðèëîæåíèÿ è
äðóãèå âîïðîñû ñîäåðæàòñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [15], [16], [19], [24], [40],
[56], [89], [90], [94], [131], [140], [141], [146], [152], [168], [169], [182],
[190], [191], [196], [197], [200], [206], [213], [215], [223], [227], [232], [298],
[315], [329], [334]. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [225] èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü
ìåæäó òåîðåìàìè î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ, ñâîéñòâîì Êíàñòåðà�Êóðàòîâñêîãî�Ìàçóðêåâè÷à, âà-
ðèàöèîííûìè íåðàâåíñòâàìè, ìèíèìàêñíûìè ñîîòíîøåíèÿìè è òå-
îðåìîé Ãåéëà�Íèêàéäî�Äåáðå îá èçáûòî÷íîì ñïðîñå . Óñòîé÷èâîñòü
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìóëüòèîòîáðàæåíèé â òåðìèíàõ òîïîëîãè÷åñêîãî
èíäåêñà ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [285]. Îòìåòèì íàïðàâëåíèå, ñâÿ-
çàííîå ñ âû÷èñëåíèåì íåïîäâèæíûõ òî÷åê: [66], [111]. Ïðèëîæåíèÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê è òåõíèêè òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ê
çàäà÷àì î ïðåïÿòñòâèÿõ, çàäà÷àì ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è çàäà÷àì,
âîçíèêàþùèõ â òåîðèè òåðìîñòàòîâ îïèñàíû â ðàáîòàõ [178], [179],
[209]. Óêàæåì ñíîâà íà îáçîðû [20], [22], [23] è [51], ãäå ìîæíî íàéòè
äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ è ññûëêè.

Ãëàâà 3.

Íà÷àâøååñÿ â øåñòèäåñÿòûå ãîäû áóðíîå ðàçâèòèå òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è åå ïðèëîæåíèé ïðîäîëæàåòñÿ è ïîíûíå. Ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè äåòàëüíî ðàçðàáîòàíû òàêèå åå ðàçäåëû, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûìè è â îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé � òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé, âêëþ÷àÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ äàííûõ
è ïàðàìåòðîâ, óñòîé÷èâîñòü, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ
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è áîëåå îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷ è ò.ä. Â òî æå âðåìÿ âûÿâèëèñü è èí-
òåðåñíûå ñïåöèôè÷åñêèå ïðîáëåìû, ê ÷èñëó êîòîðûõ ìîæíî îòíåñòè,
íàïðèìåð, âîïðîñû ñîîòíîøåíèé ìíîæåñòâ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è
è çàäà÷è ñ "îâûïóêëåííîé" ïðàâîé ÷àñòüþ, îïèñàíèå óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è äðóãèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ íåñêîëüêî äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëü-
íûõ è ïîäðîáíûõ ìîíîãðàôèé öåëèêîì èëè â çíà÷èòåëüíîé ñâîåé
÷àñòè èçëàãàþùèõ ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé è åå ïðèëîæåíèé è äàþùèõ äîñòàòî÷íî ïîëíûé àíàëèç èñ-
òî÷íèêîâ. Ê ÷èñëó òàêèõ ðàáîò ìîæíî îòíåñòè: Ô. Êëàðê (F. Clarke)
[70], Á.Ø. Ìîðäóõîâè÷ [83], Â.À. Ïëîòíèêîâ, À.Â. Ïëîòíèêîâ, À.Í.
Âèòþê [100]; À.À. Òîëñòîíîãîâ [112]; Î.Ï. Ôèëàòîâ è Ì.Ì. Õàïàåâ
[120]; À.Ô. Ôèëèïïîâ [125]; ß. Àíäðåñ è Ë. Ãóðíåâè÷ [131]; Æ.Ï. Îáåí
[139]; Æ.Ï. Îáåí è À. ×åëëèíà [140]; Æ.Ï. Îáåí è Ã. Ôðàíêîâñêà
[141]; Ø. Êàñòåí è Ì. Âàëàäüå [173]; Ê. Äàéìëèíã [191]; Ë. Ãóðíåâè÷
[215]; Ñ. Õó è Í.Ñ. Ïàïàãåîðãèó [233], [234]; Ì.È. Êàìåíñêèé, Â.Â.
Îáóõîâñêèé è Ï. Äçåêêà [247]; Ì. Êèñèëåâè÷ (M. Kisielewicz) [251],
Ã.Â. Ñìèðíîâ [320]. Áèáëèîãðàôèþ è îáçîð ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé
èññëåäîâàíèé ìîæíî íàéòè òàêæå â ðàáîòàõ àâòîðîâ [20] è Á.Ä. Ãåëü-
ìàíà è Â.Â. Îáóõîâñêîãî [51].

Â ñèëó ýòîãî ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåñêîëüêèìè çàìå÷àíèÿìè.
Â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ðàçëè÷íûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ
âûïóêëîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Â.Ã. Çàäî-
ðîæíåãî [60], Ø. Êàñòåíà [172], Äæ. Äýâè (J.L. Davy) [187], Í. Êèêó÷è
[248], [249], [250], À. Ëàñîòû è Ç. Îïèàëà [261], À. Ïëèøà [303] � [305] è
äð. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì â ðàáîòå [261], ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûëè
ïðèìåíåíû òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû (òåîðåìà Áîíåíáëàñòà�Êàðëèíà î
íåïîäâèæíîé òî÷êå).

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ íåâûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòüþ
ïåðâàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ áûëà äîêàçàíà À.Ô. Ôèëèïïîâûì [123]
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Çà-
òåì èì æå áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ [124]. Ýòîò ðåçóëü-
òàò áûë îáîáùåí â ðàáîòå ×. Îëåõà [292]. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó íåâûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòüþ ïåð-
âûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû À. Áðåññàíîì (A. Bressan) [160] è Ñ.
Ëîÿñåâè÷åì (S. Lojasiewicz) [267]. Âïîñëåäñòâèè ðàçðàáîòàííûé Áðåñ-
ñàíîì ìåòîä íàïðàâëåííûõ ñå÷åíèé ïîçâîëèë ðàçâèòü åäèíûé ïîäõîä
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ê èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíè-
çó è ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ïðàâîé ÷àñòüþ (ñì. [161] � [164]).

Ñâîéñòâî ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ
÷àñòü âêëþ÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òèïà âåðõíèõ Êàðàòåîäî-
ðè, óñòàíîâëåíî Äæ. Äýâè [187]. (Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè áûëà äîêàçàíà ðàíåå Í. Êèêó÷è [249]). Âïîñëåäñòâèè
áûëî îòêðûòî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò áîëåå òîí-
êóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó � Æ.-Ì. Ëàñðè è Ð. Ðîáåð [265] äîêà-
çàëè åãî àöèêëè÷íîñòü, à çàòåì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ
Rδ-ìíîæåñòâîì (Ê. Õèììåëüáåðã (C.J. Himmelberg) è Ô. Âàí Âëåê
(F.S. Van Vleck) [231] â ñëó÷àå ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ïðàâîé ÷à-
ñòè è Ô. Äå Áëàçè (F.S. De Blasi) è È. Ìûÿê (J. Myjak) [157] â îáùåì
ñëó÷àå). Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò ðàçâèâàëñÿ â ðàçíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ � íà ñëó÷àé âêëþ÷åíèé ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, âêëþ÷å-
íèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé è äð. Ìû îòñûëàåì ïî ýòîìó âîïðîñó ê ìîíîãðàôèÿì
[131], [191], [193], [215], [234], [247], ðàáîòàì [114], [116], [145], [150],
[180], [256], [301]. Rδ-ñâîéñòâî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìååò âàæíîå çíà-
÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ âêëþ÷åíèé � â ñèëó îòìå÷àâøåéñÿ âûøå àïïðîêñèìèðóåìîñòè
ìóëüòèîòîáðàæåíèé ñ Rδ-çíà÷åíèÿìè îíî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìå-
òîäû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîçíà÷íî-
ãî îïåðàòîðà ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
(ïîìèìî óêàçàííûõ âûøå, îòìåòèì åùå ðàáîòû [67], [144], [156], [219],
[245], [286], [300] ýòîãî íàïðàâëåíèÿ).

Ñâîéñòâî ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêë-
þ÷åíèÿ ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ïðàâîé ÷àñòüþ óñòàíîâëåíî À. Áðåñ-
ñàíîì [161] (ñì. òàêæå [191]). Äëÿ ñëó÷àÿ âêëþ÷åíèé â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ýòî ñâîéñòâî èññëåäîâàëîñü À. Áðåññàíîì è Â. Ñòàéêó (V.
Staicu) [166] è Â.Â. Îáóõîâñêèì è Ï. Äçåêêà [287] (ñì. òàêæå [247]).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [41], [43],
[195], [208]. Îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé âêëþ÷åíèé áîëåå
îáùåãî âèäà è áîëåå îáùèõ çàäà÷ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [142], [147]
è äð.

Ñâîéñòâàì ìíîæåñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Ð. Äðàãîíè
(R. Dragoni), Äæ. Ìàêè (J.W. Macki), Ï. Íèñòðè (P. Nistri) è Ï. Äçåê-

177



êà [193].

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èçó÷àþòñÿ î÷åíü èíòåíñèâíî. Â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âêëþ÷åíèÿ ýòîãî òèïà íàõîäÿò âàæ-
íûå è èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ,
îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äèôôåðåíöè-
àëüíûå âêëþ÷åíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïèñàíû â ìîíîãðà-
ôèÿõ À.À. Òîëñòîíîãîâà [112], Ê. Äåéìëèíãà [191], Ñ. Õó è Í.Ñ. Ïàïà-
ãåîðãèó [233], [234], Ì.È. Êàìåíñêîãî, Â.Â. Îáóõîâñêîãî è Ï. Äçåêêà
[247] è ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [97], [113] � [118], [136], [144],
[145], [147], [148], [150], [151], [180], [192], [214], [218], [240] � [246], [256],
[270], [284], [286] � [288], [293] � [296], [333]). Îòìåòèì, ÷òî â ìîíî-
ãðàôèè [247] ñèñòåìàòè÷åñêè ðàçâèò ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ïîëóëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ
íåîãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, îñíîâàííûé íà òåîðèè òîïî-
ëîãè÷åñêîé ñòåïåíè óïëîòíÿþùèõ ìóëüòèîòîáðàæåíèé.

Â òåîðèè âûðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷å-
íèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íàøëè ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ìåòî-
äû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîçíà÷íûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè À. Ôàâèíè (A. Favini) è À. ßãè (A. Yagi)
[201], Ð. Êðîññà (R. Cross) [186], ðàáîòû Â.Â. Îáóõîâñêîãî è Ï. Äçåêêà
[288], À.Ã. Áàñêàêîâà, Â.Â. Îáóõîâñêîãî è Ï. Äçåêêà [151]).

Èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-
÷åíèé âîñõîäèò, ïî-âèäèìîìó, ê ðàáîòå À. Ëàñîòû è Ç. Îïèàëà [261],
ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ðàçðåøèìîñòü îáùåé êðàåâîé çàäà÷è, âêëþ÷à-
þùåé ïåðèîäè÷åñêóþ. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è,
îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïðåäëàãàëñÿ À.È. Ïîâîëîöêèì è Å.À.
Ãàíãî (ñì., íàïðèìåð, [101] � [103]). Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ìíîãîçíà÷-
íûõ îïåðàòîðîâ áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ Á.Ä. Ãåëüìàíà [34] è Â.Â. Îáó-
õîâñêîãî [92], [93] (ñì. òàêæå îáçîðû [19], [22]). Òåîðåìà 3.3.10 äîêà-
çàíà Á.Ä. Ãåëüìàíîì (ñì. [19], [21]). Ìåòîä ìíîãîçíà÷íîãî îïåðàòîðà
ñäâèãà âîñõîäèò ê ðàáîòàì Á.Ä. Ãåëüìàíà (ñì. îáçîð [19]), Æ.-Ì. Ëà-
ñðè è Ð. Ðîáåðà [264], Ê. Äàéìëèíãà [189]. Åãî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
è ñâÿçü ñ ìåòîäîì íàïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà-
ôèÿõ ß. Àíäðåñà è Ë. Ãóðíåâè÷à [131] è Ë. Ãóðíåâè÷à [215], à òàêæå
ðàáîòàõ [67], [144], [145], [150], [156], [219], [226], [241], [245], [256], [282],
[284], [286], [300] è äð. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ìóëüòèîïå-
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ðàòîðîâ è ìåòîäà ìóëüòèîïåðàòîðà ñäâèãà â çàäà÷å î ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèÿõ ïîëóëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå îïèñàíî â êíèãå Ì.È. Êàìåíñêîãî, Â.Â. Îáóõîâñêîãî è
Ï. Äçåêêà [247]. Èññëåäîâàíèå áîëåå îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷, ÷åì ïåðèî-
äè÷åñêàÿ, îñóùåñòâëÿëîñü â ðàáîòàõ [32], [151], [192], [288], [294], [296],
[333] (ñì. òàêæå [234], [255]). Áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàþòñÿ â êíèãå [255]. Î íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ðàçâèòèÿõ
ìåòîäà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Ñ.Â. Êîðíåâà è Â.Â. Îáóõîâñêîãî [72], [253].

Ïðèíöèïó óñðåäíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïîñâÿùåíà
ìîíîãðàôèÿ Î.Ï. Ôèëàòîâà è Ì.Ì. Õàïàåâà [120]. Ýòîò âîïðîñ èçó-
÷àåòñÿ òàêæå â êíèãå [247] è ðàáîòàõ [183], [184], [240].

Âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-
÷åíèé çàíÿëà òåîðèÿ âûæèâàåìîñòè (viablilty theory), èçó÷àþùàÿ
çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ çàäàííîìó çàìêíó-
òîìó ïîäìíîæåñòâó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî ýòèì âîïðîñàì ìû
îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ, ïðåæäå âñåãî ê ìîíîãðàôèÿì [139] � [141], [191],
[215], [320]. Ñðåäè ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèõ ðàáîò îòìåòèì òàêæå [117],
[118], [145], [150], [211], [218], [256], [283], [300].

Ââèäó òåñíîé ñâÿçè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ïðî-
áëåìàìè òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è òåîðèè îïòèìèçàöèè, ýòè âî-
ïðîñû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ìî-
íîãðàôèÿõ. Âûäåëèì êíèãè [251] è [233], ñïåöèàëüíî ïîñâÿùåííûå
ýòîìó ïðåäìåòó. Îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ìî-
æíî íàéòè â [51]. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
âêëþ÷åíèé, â òîì ÷èñëå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, èññëåäó-
þòñÿ â ðàáîòàõ À.Â. Àðóòþíîâà, Ñ.Ì. Àñååâà, Â.È. Áëàãîäàòñêèõ [4],
Ñ.Ì. Àñååâà [5], Â.È. Áëàãîäàòñêèõ [9], Â.È. Áëàãîäàòñêèõ è À.Ô. Ôè-
ëèïïîâà [11], Á.Ø. Ìîðäóõîâè÷à [83], Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [106]. Ñðåäè
äðóãèõ ðàáîò îòìåòèì òàêæå [25], [67], [92], [97], [136], [241], [248], [249],
[262], [282], [283], [284], [289], [290], [293] � [296].

Îáçîð ðàáîò ïî èíòåãðàëüíûì âêëþ÷åíèÿì ìîæíî íàéòè â [51]
(ñì. òàêæå ðàáîòû À.È. Áóëãàêîâà [29] � [31]).

Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èãð ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ Í.Í. Êðàñîâñêîãî è
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À.È. Ñóááîòèíà [77] è Æ.-Ï. Îáåíà [139], à â òåîðèè ñèñòåì, óïðàâëÿ-
åìûõ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè � â êíèãå À.Á. Êóðæàíñêîãî [80].
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé è À.Â. Ïîêðîâñêèé [76] èñïîëüçîâàëè äèôôå-
ðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì, à Ì.
Ìîíòåéðî Ìàðêåñ (M.D.P. Monteiro Marques) [279] � â çàäà÷àõ ìå-
õàíèêè. Ïðèìåðû ïðèëîæåíèé ê ìîäåëè ïåðåäàòî÷íîé ëèíèè ñ íåëè-
íåéíûìè çâåíüÿìè è ê ìîäåëè ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñ ñóõèì òðåíèåì
îïèñàíû â êíèãå [247]. Ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì
âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ðàññìîòðåíû Â.Â. Îáóõîâñêèì, Ï. Äçåêêà è
Â.Ã. Çâÿãèíûì [290].

Ãëàâà 4.

Ïîíÿòèå îáîáùåííîé (èëè äèñïåðñíîé) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âîç-
íèêëî â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì îáûêíîâåííûõ äèôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è áûëî îïèñàíî â ðàáîòàõ Å.À. Áàðáàøè-
íà [7], Á.Ì. Áóäàêà [27], [28], À.Ä. Ìûøêèñà [85] è äð. Îòìåòèì ìî-
íîãðàôèþ [109], â êîòîðîé ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå öèêë ðàáîò Ý. Ðîêñè-
íà (E. Roxin) [312] � [314] ïî èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè îáîáùåííûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ÿâëÿåòñÿ àêñèîìà-
òèêà îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííàÿ Å.À. Áàðáà-
øèíûì. Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ýòîé àêñèîìàòèêå.

Çàäà÷à èçó÷åíèÿ òî÷åê ïîêîÿ îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
áûëà ïîñòàâëåíà À.Ä. Ìûøêèñîì â ðàáîòå [85]. Òàì æå áûëà ïðåäëî-
æåíà èäåÿ ðàññìàòðèâàòü îäíîñòîðîíèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, óäî-
âëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì (G1)�(G3). Ïðèâåäåííûå òåîðåìû î ñóùå-
ñòâîâàíèè òî÷åê ïîêîÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óòâåðæäåíèé èç
ðàáîòû Â.Â. Îáóõîâñêîãî [94]. Ðàçëè÷íûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè
òî÷åê ïîêîÿ îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûëè äîêàçàíû òàêæå
â ðàáîòàõ [85], [19], [42] è äð. Îòìåòèì ðàáîòó [42], â êîòîðîé âûäåëåí
êëàññ àïïðîêñèìèðóåìûõ îáîáùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êî-
òîðûõ ñïðàâåäëèâ ðÿä òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè òî÷åê ïîêîÿ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, çàäà÷è òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíî-
ìèêè áûëè îäíèì èç ïåðâûõ îáúåêòîâ ïðèìåíåíèÿ èäåé è ìåòîäîâ òå-
îðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. È äåéñòâèòåëüíî, óæå ïèîíåðñêèå
ðàáîòû ïî ïðèíöèïàì íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ ìóëüòèîòîáðàæåíèé
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ñîäåðæàëè â êà÷åñòâå ïðÿìûõ ñëåäñòâèé òå èëè èíûå ôîðìû òåîðåìû
î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé (ñì. [281], [239], [159], [210],
[199]). Ïðèëîæåíèÿ òåõíèêè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå
èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ Ê. Áåðæà [8], [154]; Â. Ãèëüäåáðàíäà [52];
Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà, Ñ.Ê. Êîðîâèíà, Í.À. Áîáûëåâà [59], C. Êàðëèíà
[68]; Ê. Ëàíêàñòåðà [81]; Â.Ë. Ìàêàðîâà è À.Ì. Ðóáèíîâà [82]; Õ. Íè-
êàéäî [87]; Æ.-Ï. Îáåíà [89]; Æ.-Ï. Îáåíà è È. Ýêëàíäà [90]; Æ.-Ï.
Îáåíà è À. ×åëëèíû [140]; Ì. Äæ. Òîääà [111]; Â.Ë. Õàöêåâè÷à [127];
Ñ. Õó è Í.Ñ. Ïàïàãåîðãèó [234]; Ý. Êëåéíà è Ý. Òîìïñîíà [252]; Äæ.
Þàíà (G.X.-Z. Yuan) [329]; ñáîðíèêå [66]. Îáçîðû ëèòåðàòóðû ìîãóò
áûòü íàéäåíû â [19], [20], [51].
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zewski. Systèmes de commande et �equations au
contingent. Bull. Acad. Polon. Sci. S�er. Sci. Math. Astronom.
Phys. 9 (1961), no. 3, 151�155.

[325] T. Wa
zewski. Sur une condition �equivalente à l'�equation au
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