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1. Уравнения с разделяющимися переменными 
 

Пример: ( )1 0xydx x dy+ + = . 
 Решение: 
Перенесём первое слагаемое в правую часть равенства ( )1 x dy xydx+ = −  и раз-

делим обе части равенства на ( )1 x y+ : 
1

dy xdx
y x
= −

+
. Перейдя к интегральному 

уравнению  
1

dy xdx
y x
= −

+∫ ∫ , получим общее решение ln ln 1y x x C= − + + + , или 

в более простой записи , 0
1

xy Ce C
x

−= ≠
+

.  Решив алгебраическое уравнение 

( )1 0x y+ = , находим частные решения 1x = −  и 0y = . Второе из них 0y =  вхо-
дит в общее при 0С = . Поэтому в результате решение уравнения можно запи-
сать в виде общего решения   ( )1 xy C x e−= +  и одного частного 1x = − . 

 
 Найти решения следующих уравнений: 
1. 2 21 1 0x y yy x′+ + + = ; 

2. ( )2 2 2 2 0y xy y x yx′+ + − = ; 

3. ( ) ( )21 2 1 0y ye x dy x e dx+ − + = ; 

4.( )( ) ( )2 21 1 0x yy e dx e dy y dy+ − − + = ; 

5. ( ) ( )2 21 2 0, 0 1x y xy y′− + = = ; 

6. ( )233 , 2 0y y y′ = = ; 
7. 2 22 2x yy y′ + = ; 

8. 2 24 y dx ydy x ydy+ − = .
 
 
 

2. Уравнения ( )y f ax by c′ = + + , приводящиеся к уравнениям с разделяю-
щимися переменными заменой z ax by c= + +  

 
Пример: ( )2 4x y y′+ = . 

 Решение: 
В этом примере выражение ax by c x y+ + = + , поэтому, введя замену 

, 1z x y y z′ ′= + = − , получаем   ( )2 1 4z z′ − =  или 
2

2

4zz
z
+′ = . Разделив перемен-

ные и интегрируя полученное уравнение 
2

2 4
z dz dx

z
=

+∫ ∫ ,  получим общее ре-
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шение 2arctg
2
zz x c− = + , или с первоначальной переменной   

2arctg
2

x yy C+
− = . 

 
 Найти решения следующих уравнений: 
1. ( )cos 2y x y′ = − − ; 

2. ( )22 2y x y′ = + + ; 

3. 
( )

11
ln

y
x y

′ + =
+

; 

4. 2 3y y x′ − = − ; 

5. ( ) ( )2 1; 0 1x y y y′+ = = − ; 

6. 4 2 1y x y′ = + − ; 

7. ( )24 3y x y′ = + − ; 
8. ( )tg 2y y x′ = − .

 
 

3. Однородные уравнения 
 

          Пример: 2 2xy y x y′ = + − . 
 Проверка: 
Сначала проверим, является ли данное уравнение однородным, заменив в нём 
x  на  kx  и y  на  ky  –  2 2( ) ( ) ( ) ( )kx y ky kx ky′ = + − . Нетрудно видеть, что при 
делении обеих частей равенства на k  получается исходное уравнение.  
 Решение: 
Поскольку уравнение однородно, то замена ,y t x y t x t′ ′= = +  должна привести 

его к уравнению с разделяющимися переменными:    ( ) 2 2 2x t x t tx x t x′ + = + − .  
Приведя подобные и разделив обе части равенства на x , получаем  уравнение с 
разделяющимися переменными 21t x t′ = − . Поделив его части на 21x t−  и 

проинтегрировав их   
21

dt dx
xt

=
−∫ ∫ , получаем общее решение  

arcsin lnt x C= + , а из уравнения  21 0x t− =   –  частные решения  1t = ± . Воз-
вращаясь к исходной переменной y , окончательно выписываем решение 

arcsin ln , ,y x C y x y x
x
= + = = − .  

 
 Найти решения следующих уравнений: 

1. cos cos 0y yx y dx x dy
x x

⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

2. 2 2
x
yx y xy y e

−
′ = + ; 

3. ( ) ( )2 2 2 22 2xy x y y y x′ + = + ; 

4. ( )2 0x y dx xdy+ + = ; 

5. ( )3 2 22 2x y y x y′ = − ; 

6. tg yxy y x
x

′ − = ; 
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7. ( ) ln x yxy y x y
x
+′ − = + ; 8. 

3 2

2 2

3 6
2 3
y yxxy
y x
+′ =
+

.

 
 

4. Уравнения 1 1 1

2 2 2

a x b y cy f
a x b y c

⎛ ⎞+ +′ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
, приводящиеся к однородным перенесе-

нием начала координат в точку пересечения прямых 
 

Пример: ( ) ( )2 4 0x y dx x y dy+ + + − + = . 
 Решение: 

Найдём точку ( )3; 1−  пересечения прямых  
2 0
4 0

x y
x y
+ + =⎧

⎨ − + =⎩
   и введём замену 

1 13, 1x x y y= − = + ,  для которой   1 1,dx dx dy dy= =      ( )1 13, 1x x y y= + = − . 
Получаем однородное уравнение ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0x y dx x y dy+ + − = , для которого 
замена  1 1 1 1 1,y t x dy x dt t dx= = +  приводит к уравнению с разделяющимися 
уравнениями 
( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 0x t x dx x t x x dt t dx+ + − + = , или ( ) ( )2

1 11 1 2x t dt t t dx− = + − . Разделим 

на ( )2
1 1 2x t t+ −   и проинтегрируем обе части равенства : 1

2
1

1
2 1

t dxdt
t t x

−
=

− −∫ ∫ , 

( ) 12
1 ln
1 2

t dt x C
t

−
= +

− −∫ ,   ( )
( )

2

12

11 ln
2 1 2

dt t
dt x C

t
−

− = +
− −∫ . Наконец, получаем 

общее решение   2
1

1 ln 2 1 ln
2

t t x C− − − = + . Избавляемся от логарифмов: 

2
1 2 1 , 0x t t C C− − = ≠ . Из равенства ( )2

1 1 2 0x t t+ − =  находим частные реше-

ния 1 0, 1 2x t= = ± , входящие в общий ответ при 0C = . 
Возвращаясь к исходным переменным, получим 
( ) ( )( ) ( )2 21 2 3 1 3y x y x C− − + − − + =  , или  2 2 2 4 8y x xy x y C− − − − = . 

 
 Найти решения следующих уравнений: 
1. ( )2 5 3 6x y y x′+ + = + ; 
2. ( ) ( )2 0x y dx y x dy+ + − + = ; 

3. 
2

22
1

yy
x y

⎛ ⎞+′ = ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
; 

4. 4 8
3 2 7

yy
x y

−′ =
+ −

; 

5. 8 9
10 9
x yy

x y
+ −′ =
− −

; 

6. 2 3
2 2

x yy
x

− +′ =
− −

; 

7. 5 5
4 3 1

yy
x y

+′ =
+ −

; 

8. 4 5
6 5
x yy

x y
+ −′ =
− −

. 
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5. Линейные уравнения первого порядка  
 
 Уравнению ( ) ( )y a x y b x′ = +  соответствует общее решение  

( )
( )

( )
0 0

0

a x dx a x dx

y e b x e dx C
−⎛ ⎞∫ ∫

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . Ноль под знаком интеграла означает, что бе-

рется одна (любая) из первообразных. 
Пример: 

2
2 2 xy xy xe−′ + =  

 Решение: 
Выразив из уравнения  y′ , определяем  ( ) 2a x x= − ,  ( ) 2

2 xb x xe−= , которые под-

ставляем в общий вид решения  ( )2 2 2 2 2

0

2x x x xy e xe e dx C e x C− − −⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ,  и на-

ходим общее решение ( )2 2xy e x C−= + . 

 
 Найти решения следующих уравнений: 
1. cos sin cos 0y y x x x′ + + = ; 

2. ( ) ( )( )41 2 1 0x dy y x dx+ − + + = ; 

3. ( )cosy x y x x′= − ; 
4. 42 2xy y x′ − = ; 
5. ( )2 1 4 2x y x y′+ = + ; 
6. tg secy y x x′ + = ; 
7. ( ) 0xxy e dx xdy+ − = ; 

8. ( )sin 2sin 2 1y x y y′ + = ; 

9. ( ) 0yxy e dy ydx+ − = ; 

10. ( )2 1 0y dx xy dy+ + = ; 

11. ( )22y y x dy dx+ = ; 

12. ( )2x y dy ydx+ = ; 

13. ( )2 4lnx y dy ydx ydy+ = + ; 

14. 23
yy

x y
′ =

−
; 

15. ( ) ( )1 2 1xy y y y′− = − . 
 
 

6. Уравнения Бернулли 
 Общий вид:  ( ) ( )y a x y b x yα′ = + , α ∈R . Решается делением на yα  с 

последующей заменой 1z y α−= . 

Пример: 
2

3

3
1

xy
x y

′ =
+ +

 

 Решение: Данное уравнение является уравнением Бернулли относительно 

переменной  x :  21 1
3 3

yx x x−+′ = + . (Степень 2n = −  меньше нуля, поэтому 

функция 0x =  не является решением уравнения). Замена 1 3nz x x−= =  приводит 
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его к линейному уравнению: 2 33 1x x x y′ = + + ,   1z z y′ = + + . Вычисляем  реше-
ние: 

 ( ) ( )( )0 0

0

1 2 2
dy dy

y y yz e y e dy C e C e y Ce y
−

−
⎛ ⎞∫ ∫

= + + = − + = − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . Возвращаемся к 

переменной x :  3 2yx Ce y= − − . 
 
 Найти решения следующих уравнений: 
1. 2 lnxy y y x′ + = ; 
2. 2 33 2 1y y y x′ − = + ; 
3. ( )( ) 21 1x yy y′+ − = ; 

4. ( )2 21 2x y xy xy′− − = ; 

5. ( )2 32y dy xy x dy= + ; 

6. 2 1
2
x yy

x
⎛ ⎞′ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

7. ( )22 0ydx x x e dy+ − = ; 

8. 
2

3

31
1

y y
y x

′=
+ +

. 

 
 

7. Уравнения в полных дифференциалах 
 

          Пример: 2

1 ln 1 cos 0xy dx y dy
x xy

⎛ ⎞−
+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 Проверка: 
Сначала проверим, является ли данное уравнение уравнением в полных диффе-
ренциалах, вычислив и сравнив частные производные множителей при диффе-

ренциалах переменных: 2 2

1 ln 1 1cos
y x

xy y
x xy x y

′′ ⎛ ⎞−⎛ ⎞ = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 Решение: 
Проинтегрировав второе слагаемое левой части уравнения, найдём  функцию 
( ),F x y ,  дифференциал которой совпадает с правой частью: 

( ) ( )1, ln sinF x y y y C x
x

= + + .  Неизвестную функцию ( )C x  найдём из равенст-

ва  xF ′  множителю при dx  исходного уравнения 

( )2 2 2 2

1 1 1 1ln ln lnxF y C x x y
x x x x

′ ′= − + = − − ,  откуда ( ) 2 2

1 1 lnС x x
x x

′ = −   и  

( ) ln xС x
x

= .      Решение  уравнения записывается в виде    1 ln sinxy y C
x

+ = . 

 
 Найти решения следующих уравнений: 

1. 2 2 2 2 0y xx dx y dy
x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 
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2. 

2 2 2 2
0x yy dx x dy

x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

3. 1 0yy xy
x y

′+′+ + =
+

; 

4. ( )2 22 0xydx x y dy+ − = ; 

5. ( )3 ln 0y dx y x dy
x

+ + = ; 

6. 
2 2 3

2 3

3 2 5 0x y x ydx dy
y y
+ +

− = ; 

7. 

( )
3

23 1 ln 2 0xx y dx y dy
y

⎛ ⎞
+ − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
  

8. Уравнения, не разрешённые относительно производной 
 

          Пример: lny x y y′ ′= + − . 
 Решение: 
Введём параметр р y′= . Тогда исходное уравнение принимает вид  

lny x p p= + − (*). Беря полный дифференциал и заменяя dy  на p dx , получим 
dpp dx dx dp
p

= + − . Решением этого уравнения является  lnx p C= + . Подста-

вим это решение в равенство (*): ln lny p C p p p C= + + − = + . Таким образом, 

получаем решение в параметрическом виде: 
lnx p C

y p C
= +⎧

⎨ = +⎩
. В данном случае 

можно исключить параметр: x Cy e C−= + . 
 
 Найти решения следующих уравнений: 
1. ( )2 2 0y y x y′ ′− + = ; 

2. ( ) ( )21x y y y′ ′+ + = ; 

3. ( )22 1yy x y′ ′= + ; 
4. lnxy y y′ ′+ = ; 

11. ( )2xyy x y yy′′ ′ ′− =  

5. ( )2 1 0y xy y′ ′+ + − = ; 
6. ( )ln 2 0y xy y′ ′+ − = ; 

7. 1
2

y xy
y

′= +
′
; 

8. y xy y′ ′= − .

 
 

9. Уравнения, допускающие понижение порядка 
 

 
          Пример 1: 0xy y′′ ′+ = . 
 Решение:  
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Положим z y′= . Тогда исходное уравнение принимает вид  0xz z′ + = , откуда 
dz dx
z x
= − . Интегрируя, приходим к решению 1Cz

x
= . Возвращаясь к первона-

чальной переменной, получаем уравнение 1Cy
x

′ = , решением которого является  

1 2lny C x C= + . 

          Пример 2: 22 1yy y′′ ′= + . 
 Решение:  
Так как в уравнение не входит независимая переменная x , то будем считать y  
новой независимой переменной, а ( )y p y′ =  функцией этой новой переменной. 
Тогда y pp′′ ′=  и уравнение принимает вид 22 1ypp p′ = + . Решением этого урав-
нения является 1 1p C y= ± − , из чего получаем уравнение 1 1y C y′ = ± − . Ре-

шая его, получим ( ) ( )2
1 1 24 1C y C x C− = + . 

 
 Найти решения следующих уравнений: 

1. ( )21y y′′′ ′′= + ; 

2. ( ) ( )5 4 0xy y− = ; 

3. ( )2y y′′′ ′′= ; 

4. ln yxy y
x
′

′′ ′= ; 

5. ( )2yy y′′ ′= ; 

6. ( )21 2y yy′ ′′+ = ; 

7. ( )2yy y y′′ ′ ′= + ; 

8. ( ) ( )2 3yy y y′′ ′ ′= − . 

 
10. Теоретические вопросы 

 
1. Определение ОДУ. 
2. Определение решения ОДУ, следования, эквивалентности 
3. Определение интеграла ОДУ, полного интеграла и общего решения. 
4. Утверждение об уравнении с разделенными переменными. 
5. Решение ЛОУ1 методом разделения переменных. 
6. Функция 

0
( )t tΦ  и ее свойства. 

7. Утверждение об общем решении ЛОУ1. 
8. Свойства решений ЛУ1. 
9. Пример уравнения с «составными» решениями. 
10. Частное и общее решение ЛНУ1. 
11. Оператор сдвига по траекториям ЛУ1. 
12. Утверждение о различных трактовках. 
13. Определение уравнения в полных дифференциалах (УПД) и потенциальной 

функции (ПФ). 
14. Утверждение об интегрировании УПД. 
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15. Признак полного дифференциала и алгоритм нахождения ПФ. 
16. Уравнение RLCE-контура. 
17. Второй закон Ньютона. 
18. Механический гармонический осциллятор. 
19. Уравнение маятника. 
20. Математическая модель биологической системы «хищник-жертва». 
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