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1.  Логика высказываний 

1.1. Определение логического следствия 

1.1.1. Определение высказывания и предиката. 

Высказывание - это предложение, относительно которого имеет смысл утвер-

ждать, что оно истинно или ложно. Например, “5 3 ”, “5 3 ”, “Дюма-сын 

есть сын Дюма-отца”, “
7 55 7 ”. Предикат - предложение, относящееся к од-

ному или нескольким неопределенным объектам, которое превращается в вы-

сказывание всякий раз, когда все входящие в него неопределенные объекты за-

менены их конкретными представителями. Например, “ 3x   ”, “прямая l  па-

раллельна прямой m ”. Имена неопределенных объектов называются пере-

менными данного предиката. Каждая переменная имеет свою область измене-

ния, которая должна явно или неявно указываться при задании предиката. Ес-

ли область изменения каждой переменной данного предиката состоит из един-

ственного элемента, то предикат по существу является высказыванием; поэтому 

мы будем считать высказывание частным случаем предиката. 

1.1.2. Определение умозаключения, посылок и заключения.  

Пусть 1 2, , nA A A  и B  –предикаты. Утверждение типа “Из 1 2, , nA A A  следует 

B ” независимо от того, на чем оно основано,  называют  умозаключением, пре-

дикаты 1 2, , nA A A - его посылками, предикат B  – заключением. Например, 

“Из  x y , y z  следует, что x z ”. В курсе математической логики, в ос-

новном, изучаются логические умозаключения, выражаемые словами “Из 

1 2, , nA A A  логически следует B ” или формулой 1 2, ,..., |nA A A B . В приведен-

ном выше примере, как мы вскоре увидим, заключение не является логическим 

следствием посылок, но является следствием в теории вещественных чисел. 

1.1.3. Определение интерпретации и контрпримера.  

Интерпретацией  списка предикатов будем называть придание всем его сло-

вам произвольных смысловых значений, при котором форма предикатов не ме-

няется, а сами предикаты становятся высказываниями, т.е. определенно истин-

ными или ложными предложениями. Форма предложения с точки зрения ло-

гики определяется следующими семью словами и словосочетаниями или их 

языковыми эквивалентами:  

“не”, “и”, “или”,  “если...то”, “если и только если”, 

“для любого”, “существует” 

 – этим выражениям во всех интерпретациях должны придаваться обычные 

смысловые значения. Контрпримером к умозаключению 1 2, ,..., |nA A A B  

называется такая его интерпретация, в которой все посылки истинны, а заклю-

чение ложно. Например, к умозаключению , |x y y z x z     можно приве-
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сти следующий контрпример: Дюма-сын – сын Дюма-отца, Дюма-отец – сын 

Дюма-деда, следовательно (?!), Дюма-сын – сын Дюма-деда. “Словарь” этой 

интерпретации таков: x  – Дюма-сын, y – Дюма-отец, z – Дюма-дед,   – являет-

ся сыном.  

1.1.4. Определение логического следствия и следствия в теории. 

Будем говорить, что заключение B  логически следует из посылок 1 2, ,..., nA A A , 

и писать 1 2, ,..., |nA A A B , если к данному умозаключению не существует 

контрпримера. Например, ,x y y z  | x z   , что показывает построенный 

выше контрпример. Пусть T – некоторая теория. Говорят, что в этой теории  

из посылок 1 2, ,..., nA A A , следует B  (и пишут 1 2, ,..., nA A A BT
, или 

1 2, ,..., nA A A B ), если список посылок можно дополнить истинными в T  

утверждениями 1 2, , mT T T , так, что из расширенного списка посылок предло-

жение B  следует логически: 1 2 1 2, ,..., , , , |n mA A A T T T B . Для аксиоматической 

теории T  истинность того или иного предложения означает, что его можно 

доказать строго логически, т.е. в конечном счёте установить, что оно логически 

следует из аксиом и определений данной теории. Для иных теорий критерии 

истинности могут быть иными. Для констатации истинности  иногда  использу- 

ется обозначение « BT » или « B ». В арифметике вещественных чисел 

,x y y z  x z  . Действительно, эта теория включает в качестве аксиомы 

или теоремы (это зависит от конкретного способа её построения) следующее 

свойство транзитивности неравенств: “Если x y  и y z , то x z ”. Добавив 

его к двум посылкам рассматриваемого умозаключения, мы уже не сможем к 

полученному рассуждению найти контрпример, потому что добавленная по-

сылка как раз означает, что в случае истинности первых двух посылок заклю-

чение не может быть ложно. (Напомним, что выражениям “если…то”, “и”,  

входящим в добавленную посылку, должны придаваться их обычные смысло-

вые значения). 

1.1.5. Упражнение.  Доказать, что заключение не является логическим след-

ствием посылок. Определить, является ли оно следствием в теории. 

1. Неверно, что  7  делится на 2 и на 3. Следовательно, 7 не делится на 2 и не 

делится на 3. 

2. Если число 9 делится на 4, то оно делится на 2. Следовательно, если 9 не де-

лится на 4, то 9 не делится на 2. 

3. Число n  не делится на 2 или не делится на 3. Следовательно, неверно, что n  

делится на 2 или на 3. 

4. Если число n  делится на 2 и на 5, то n  делится на 10. n  не делится на 10. 

Следовательно, n  не делится на 2 и не делится на 5. 

5. В множестве A  не существует числа a , которое удовлетворяет неравенству 

3a  . Следовательно, для любого числа a  из A  справедливо неравенство 3a  . 
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6. Существует рациональное число, которое больше 0, и рациональное число, 

которое меньше 1. Следовательно, существует рациональное число, которое 

больше 0 и меньше 1. 

7. Для любой  фигуры из данного списка верно, что она является треугольни-

ком или квадратом. Следовательно, любая фигура из этого списка есть тре-

угольник или все фигуры в данном списке являются квадратами. 

8. Для любого числа a  из множества A  существует натуральное N , такое, что 

a N . Следовательно, существует такое натуральное N , что для любого a  из 

A  выполнено неравенство a N . 

 

1.2. Язык логики высказываний 

1.2.1. Логические связки.  

Как сказано выше, логическая форма предложения определяется семью пере-

численными в 1.1.3 выражениями.  Первые пять из них называются логиче-

скими связками; они изучаются в логике высказываний. Последние два - кван-

тором общности и квантором существования; их изучением занимается логи-

ка предикатов. Логические связки и кванторы рассматриваются в логике как 

операции, с помощью которых из данных предикатов, называемых операндами, 

строятся более сложные предикаты. Для логических связок вводятся следую-

щие обозначения и названия: «неверно, что A» –  A  ( A ) – отрицание; « A  и 

B » –   A B  ( ,AB AB ) – конъюнкция; « A  или B » – A B  – дизъюнкция; «ес-

ли A , то B » – A B  – импликация; « A , если и только если B » – A B  – 

двойная импликация.  Формальные определения логических связок задаются в 

виде таблиц истинности, определяющих истинностные значения сложных 

предикатов через истинностные значения операндов: 

 

A B  A AB AB AB AB 

и и л и и и и 

и л  л и л л 

л и и л и и л 

л л  л л и и 

1.2.2. Формулы логики высказываний. 

В результате последовательного применения логических связок к простым 

предикатам, обозначенным буквами, получаются формулы логики высказыва-

ний. Порядок действий в них, как и в алгебраических формулах, задаётся с по-

мощью скобок. Например, для формулы ((( ) ) ( ))A B A B B      действия 

в порядке их выполнения можно пронумеровать следующим образом: 

 

((( ) ) ( ))

1 2 4 3 5

A B A B B    
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Словами данную формулу можно прочесть так: если отрицание A  влечёт B  и 

A  влечёт B , то справедливо B . Как и в алгебре, в логике принято соглашение 

о порядке действий, в соответствии с которым при отсутствии скобок операции 

выполняются в следующем порядке:  , , , { , }     (импликация и двойная 

импликация считаются действиями одной ступени, то есть при отсутствии ско-

бок они выполняются в порядке слева направо). Например, рассмотренную 

выше формулу можно записать в виде ( ) ( )A B A B B     . Если же опу-

стить и оставшиеся четыре скобки, то порядок действий и смысл формулы бу-

дет иной: 

1 3 2 4 5

A B A B B    
 

1.2.3. Упражнение. Записать формулу на обычном языке. Найти интерпрета-

ции предложений , ,A B C , в которых она истинна и ложна. 

1. A B C A   .    7.     АССВА  . 

2. ( ( )) ( )A B C A B C     .   8.       ВАСВВСА  . 

3.    ( )A B A B .    9.      СВСВАСА  . 

4. ( ) ( )A B C B A     .   10.    СВАВА  . 

5. A B C A   ( ) .    11.    ВССВА  . 

6.     АСВСВА  .   12.      ВАСВСА  . 

1.2.4. Формализация в логике высказываний. 

 Сложности записи утверждения, сформулированного на обычном языке об-

щения, в виде логической формулы аналогичны проблемам перевода с одного 

языка на другой. Правда, следует заменить, что язык формальной логики суще-

ственно беднее любого языка общения, что значительно облегчает задачу пере-

вода, которую можно осуществлять, придерживаясь следующего алгоритма. В 

предложении следует выделить основную его форму ( “не верно, что ...”, “... и 

...” , “... или ...”, “если …, то ...”, “ …, тогда и только тогда, когда ...” и т.п.), и 

заменить её на соответствующую логическую формулу ( , , ,A A B A B    

,A B A B  ).  Затем с каждой частью предложения, обозначенной в получен-

ной формуле буквами А и В, и представляющей собой самостоятельное утвер-

ждение, проделать ту же процедуру, если только утверждение  не оказывается 

простым высказыванием. После этого буквы А и В в первоначальной формуле 

заменяются на полученные вместо них  формулы. Повторяем процесс формали-

зации до тех пор, пока все буквы формулы не будут соответствовать простым 

высказываниям. В процессе формализации необходимо следить за тем, чтобы 

разные вхождения одного и того же высказывания обозначались одной буквой, 

а разные высказывания были обозначены разными буквами. 

Например, формализуем утверждение “Произведение ab  положительно в том 

и только в том случае, когда a  и b  –  оба положительны или оба отрицатель-

ны”. Основная форма этого предложения – “ … в том и только в том случае, ко-

гда ...”, аналогичная форме “ …, тогда и только тогда, когда...”. Заменим её на 
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формулу A X , где A  – “ Произведение ab  положительно ” и X  – “a  и b  –  

оба положительны или оба отрицательны ”. A  является простым высказывани-

ем, а X  имеет форму “... или ...”, заменяем её на Y Z  в первоначальной фор-

муле: A Y Z  . Высказывания Y  – “a  и b  – оба положительны ” и Z  – “a  и b  

– оба отрицательны ” имеют одну и ту же форму, которую легче определить, 

переформулировав эти предложения без изменения смысла следующим обра-

зом. Y  – “a  – положительно и b  – положительно ”, Z  – “a  – отрицательно и b  

– отрицательно ”. Форму “... и ...” этих предложений заменим на формулы B C  

и D E . Подставляя их в основную формулу вместо Y  и Z , получим оконча-

тельно A B C D E    . B  – “a  – положительно”,C – “b  – положительно ”, D  – 

“ a  – отрицательно”, E – “b  – отрицательно ” – простые высказывания.  

1.2.5. Упражнение. Записать следующие утверждения в виде формул логики 

высказываний. 

1. Положительное число T  является периодом функции f  в том и только в том 

случае, когда х  принадлежит области определения f  только вместе с x T  и 

выполнено равенство    f x T f x  . 

2. Число х  принадлежит области определения f , но    f x T f x  .  

3. Неверно, что для вещественного числа x  и для натурального числа n  нера-

венства 10xn n и 10x   выполнены одновременно. 

4. Неверно, что утверждения х  большее нуля, число а  меньше нуля, их произ-

ведение  0ax   выполнены одновременно. 

5. Функции f  является возрастающей в том и только в том случае, когда для  

1 2x x  выполнено неравенство    1 2f x f x . 

6. Для х  выполнено неравенство  0ax  , причём число а  меньше нуля. 

1.2.6. Формализация необходимых и достаточных условий. 

Остановимся особо на вопросе формализации предложений, содержащих сло-

ва  “необходимо” и “достаточно” в качестве основной формы. Оба эти слова 

выражают импликацию, а в сочетании друг с другом двойную импликацию. 

Для того, чтобы правильно выбрать направление импликации в этом случае, 

нужно определить какой предикат в предложении играет роль необходимого 

(достаточного) условия. Тогда второй основной предикат предложения автома-

тически играет роль достаточного (необходимого) условия. Правильное 

направление стрелки импликации – от достаточного условия к необходимому. 

Например, в предложении “Справедливости неравенства 1a   достаточно для 

выполнения неравенства 0b  ” предикат A  – “справедливо неравенства 1a  ” 

является достаточным условием, а предикат  B  – “выполнено неравенство 

0b  ” автоматически определяем, как необходимое условие. Исходное предло-

жение  представимо импликацией A B . 
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1.2.7. Упражнение. Записать следующие утверждения в виде формул логики 

высказываний. 

1. Для того, чтобы дробь 
b

a
 была меньше нуля, необходимо, чтобы b  было от-

рицательно. 

2. Для того, чтобы z  не принадлежал D , необходимо, чтобы y  не принадлежал 

C , а для того чтобы zпринадлежал D , достаточно, чтобы x  принадлежал B . 

3. Неравенство 0d   необходимо для выполнения неравенство 1c   и доста-

точно для выполнения  неравенства 1a  . 

4. Для того, чтобы дробь 
y

x
 принадлежала множеству A , необходимо и доста-

точно, чтобы x  принадлежал B  и y  принадлежал C  или x  принадлежал D  и y  

принадлежал E . 

5. Для того чтобы функция  y x  удовлетворяла первому и второму уравнениям 

системы, достаточно, чтобы оно удовлетворяло третьему, а для того чтобы 

 y x  не удовлетворяла второму уравнению, необходимо, чтобы  y x  не удо-

влетворяла первому уравнению. 

6. Выполнение утверждения Е есть необходимое условие для выполнения 

утверждения А, а не выполнения D достаточно для не выполнения А.  
 

1.3. Cледствие в логике высказываний 

1.3.1. Стандартные интерпретации. 

Стандартной интерпретацией предиката или списка предикатов будем 

называть придание всем входящим в них простым предикатам истинностных 

значений “и” или “л” – в отличие от рассматривавшейся ранее смысловой ин-

терпретации, когда входящим в предикаты словам придавались различные 

смысловые значения. При этом различным вхождениям одного и того же про-

стого предиката должны придаваться одинаковые истинностные значения. 

Например, если в сложном предикате или списке предикатов участвуют толь-

ко простые предикаты A  и B , то полный перечень стандартных интерпретаций 

можно записать в виде: ии, ил, ли, лл – первая буква задаёт истинностное зна-

чение A , вторая - B . При наличии трёх простых предикатов , ,A B C  будет во-

семь стандартных интерпретаций; их принято располагать в алфавитном поряд-

ке: иии, иил, или, илл, лии, лил, лли, ллл. Заметим, что для последней по алфавиту 

буквы C  значения чередуются через одно, для B  - через 2, для A  – через 4. Та-

кой порядок всегда приводит к алфавитному расположению всех стандартных 

интерпретаций. Заметим также, что при увеличении числа простых предикатов 

на 1 количество стандартных интерпретаций увеличивается вдвое, так что для 

n  простых предикатов будет 2n  интерпретаций. 

1.3.2. Таблицы истинности.  

Если задан сложный предикат, то с помощью определения логических опера-

ций можно во всех его стандартных интерпретациях найти истинностное зна-
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чение самого предиката, т.е. получить таблицу истинности сложного предика-

та. Рассмотрим два примера. 

 

( )
4 2 3 1 3 2 5 4 1

A B A B

л и и и л и л л и
и и л л л и и и л
и л л и и л и л и
и л л л и л и и л

    

 

Во вторых строчках обеих таблиц проставлены номера, указывающие на 

порядок заполнения столбцов. В столбцах 1 и 2  формируются стандартные ин-

терпретации  в алфавитном порядке – так, как описано в предыдущем пункте. 

Остальные столбцы заполняются последовательно с помощью таблиц истинно-

сти логических операций. 

1.3.3. Упражнение.  Построить таблицы истинности для формул из упраж-

нения 1.2.3. 

1.3.4. Таблицы истинности и логическое следствие. 

Таблицы истинности дают полную информацию об истинностных значениях 

сложных предикатов во всех стандартных интерпретациях. Поскольку в каж-

дой смысловой интерпретации все простые предикаты принимают  определён-

ные истинностные значения, она эквивалентна некоторой стандартной интер-

претации. Поэтому с помощью таблиц истинности можно полностью решать 

вопрос о существовании или отсутствии контрпримеров для любого умозаклю-

чения в логике высказываний. Например, если в п. 1.3.2 сравнить результи-

рующий столбец 4 в первой таблице с результирующим столбцом 5 второй, то 

мы увидим, что они одинаковы. Это означает, что ( ) |A B A B    , и 

наоборот, ( ) |A B A B     . Вместе эти два соотношения записывают в виде 

( ) | |A B A B      и говорят, что данные формулы  логически эквивалентны. 

1.3.5. Направленная табличная процедура.  

Поиск контрпримера путем перебора всех стандартных интерпретаций, т.е. по-

строения полной таблицы истинности данного умозаключения, может оказаться 

слишком громоздким, так как число 2n  всех стандартных интерпретаций очень 

быстро растёт с ростом n . Кроме того, в логике предикатов, как мы увидим, 

множество стандартных интерпретаций бесконечно, так что полный перебор 

вообще невозможен. Поэтому мы выработаем направленную табличную проце-

дуру, не связанную с перебором всех стандартных интерпретаций. На первых 

шагах составляется система логических уравнений, приписывающая всем по-

сылкам значение “и”, а  заключению - “л”. Если с помощью таблиц истинности 

логических связок для этой системы будет найдено хотя бы одно решение, т.е. 

набор значений простых предикатов, удовлетворяющий этой системе, то мы 

получим контрпример к данному умозаключению; если же окажется, что си-

стема не имеет решений, то можно сделать вывод, что умозаключение логично. 

Методы решения систем логических уравнений рассмотрим на ряде примеров. 
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1.3.6. Примеры доказательств направленной  процедурой.  

В следующих таблицах показано составление и решение систем логических 

уравнений для двух умозаключений. 
?

, |

5 1 6 2 4 3

A B A B
л и и и л да л
  

    

?

, |

5 1 6 2 4 3

A B A B
л и л и л нет л
  

 

 На первых двух шагах посылкам присваивается значение «и», а на треть-

ем – заключению значение «л»; тем самым составляется система логических 

уравнений для поиска контрпримера. Шаг 4 в обеих таблицах следует из 2 и 

определения отрицания, 5 – из 4 (перенос). Шаг 6 в левой таблице следует из 1, 

5 и определения дизъюнкции. В правой – из 3 (перенос).  

В левой таблице получено (и отмечено подчёркиванием) противоречие 

между шагами 6 и 3. Оно показывает, что контрпримера не существует, т.е. за-

ключение логически следует из посылок; это зафиксировано словом «да» под 

знаком логического следствия. 

В правой таблице противоречий нет, т.е. найден контрпример: A B л  . 

Значит, заключение не следует логически из посылок; это отмечено словом 

«нет».    

 

1.3.7. Примеры доказательств с разветвлением.  

Следующее табличное доказательство (левая таблица), в отличие от преды-

дущего, состоит не из одной строки истинностных значений, а из двух, по-

скольку на третьем шаге произошло разветвление процесса поиска контрпри-

мера. 
?

( ) | ( ) ( )
?
3 1 4 6 2 5 7
\
3 1 5 4 6 9 7 2 10 8

A B C A B A C
и и да и и л и и

л и и и и и и л и и

     

?

( ) | ( ) ( )
? ?
3 1 11 10 9 4 6 12 2 5 7 8

A B C A B A C
и и и л л нет и и и л и л л
     

 

Дело в том, что после шага 1 (дизъюнкция истинна) и шага 2 (конъюнк-

ция ложна) мы не можем сделать определённого вывода о значениях операндов. 

На третьем шаге вопросительным знаком отмечено предположение, исходя из 

которого происходит дальнейшее заполнение строки, приводящее в конце к 

противоречию между 2, 6 и 7 шагами. Отметим, что на шагах 6 и 7 значение 

дизъюнкции найдено по значению одного операнда – поскольку он оказался ис-

тинным, дизъюнкция будет истинна независимо от значения второго операнда.  

Рассмотрение альтернативного значения для A  проведено в следующей 

строке. Значения первых двух шагов перенесены из предыдущей строки, а на 

третьем шаге косой чертой отмечено начало рассмотрения нового случая. По-

скольку и здесь получено противоречие (между шагами 2, 9 и 10), можно сде-
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лать окончательный вывод о том, что заключение следует логически из посыл-

ки; это отмечено словом «да» под знаком логического следствия. 

 На правой таблице изображена направленная табличная процедура для 

несколько изменённого умозаключения: в последней скобке вместо дизъюнк-

ции поставлена конъюнкция. Отличие от предыдущей таблицы начинается с 

шага 7: из шагов 2 и 6 мы сделали вывод, что конъюнкция ложна, а затем (шаг 

8), что С л . На шаге 11 вновь пришлось сделать предположение, поскольку 

предыдущие шаги не определяют однозначно значение B . Результатом в этом 

случае явился контрпример: ,A B и C л   , так как никаких противоречий не 

появилось. Поскольку одного контрпримера достаточно для обоснования отри-

цательного ответа, рассматривать прочие значения для A  и B  уже не нужно, 

построение таблицы на этом закончено.  

1.3.8. Упражнение. Проверить, является  ли заключение логическим следстви-

ем посылок. 

1. A(BC) = ABC. 5. ABC, CB = AB. 

2. ABC = BA. 6. AC, BCA = BC. 

3. (AB) = AB. 7. AB, BC = CA.   

4. C(AB) = A(BC). 8. AB, CB = AC. 

1.3.9. Упражнение.  Формализовать умозаключения и  проверить их логич-

ность. 

1. Число n  меньше 100 или неверно, что n  делится на 2 и на 3. Если n  меньше 

100, то n  – двузначное число. Следовательно, чтобы число n  не было двузнач-

ным, необходимо, чтобы n  не делилось на 2 или  не делилось на 3. 

2. Если сумма n m  не делится на 3, то n  не делится на 3 или m  не больше 2. 

Сумма n m  не делится на 3 или n m  больше 4. Следовательно, чтобы n  дели-

лось на 3, а m  было больше 2, необходимо, чтобы n m  было больше 4. 

3. Число n  не является простым или 100n  . Если 100n  , то k  делится на 2 и 

больше 3. Следовательно, чтобы n  не было простым, достаточно, чтобы k  не 

делилось на 2 или было не больше 3. 

4. Для того, чтобы произведение n m  делилось на 6, достаточно, чтобы n  де-

лилось на 2, а m  – на 3. Если m  не больше 2, то n m  не делится на 6. Следова-

тельно, n  не делится на 2, или m  не делится на 3, или m  больше 2. 

5. Если x y  –  четное число, то 3x   или 7y  . Если 3x  , то 7y  . Для ра-

венства 7y   необходима четность суммы x y . Следовательно, x y  четно 

тогда и только тогда, когда 7y  . 

6. Верно, что 0x   , или 0x  , или 0x  . Если 0x   или 0x  , то 0x  . Для 

равенства 0x   необходимо, чтобы условие 0x   было нарушено. Следова-

тельно, условие 0x   нарушается тогда и только тогда, когда 0x  . 

7. Если x  – не натуральное число, то 0x   или 1/ 2x  . 1/ 2x   или неверно, 

что 0x  . Если 1/ 2x  , то x - не натуральное число. Следовательно, для того, 

чтобы равенство 1/ 2x   не выполнялось, необходимо и достаточно, чтобы x  

было натуральным числом. 
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8. Число x  делится на 8, или сумма его цифр равна 13, или 0x  . Если равен-

ство 0x   не выполнено, то сумма цифр числа x  не равна 13. Если 0x  , то x  

делится на 8. Следовательно, для справедливости равенства 0x   необходимо и 

достаточно, чтобы x  делилось на 8. 

1.3.10. Определение логической эквивалентности, тавтологии и противо-

речия. 

Как уже отмечалось в п.1.3.4, предикаты A  и B  называются логически экви-

валентными ( | |A B ), если |A B  и |B A . Предикат B  называется тавтоло-

гией  (| B ), если он истинен в любой интерпретации. Например, очевидно, 

| A A  . Список предикатов S называется логически противоречивым (или 

противоречием), если входящие в него предикаты не могут быть одновременно 

истинными ни в какой интерпретации. Обозначение: S = . Например, 

, |A A  .  

В следующих трёх таблицах показано применение направленной табличной 

процедуры для доказательства логической эквивалентности, тавтологии и про-

тиворечия. Первая состоит из доказательства двух логических следствий, про-

ведённого в единой таблице. Во второй и третьей таблицах отличие от доказа-

тельства логического следствия заключается в том, что при доказательстве тав- 

тологии на первом шаге всему предикату присваивается значение «л», а при до-

казательстве противоречия на первых шагах каждому из предикатов данного 

списка присваивается значение «и». 

     

| |
|

7 1 8 3 5 2 4 6
|

3 2 4 7 5 1 8 6

A B B A
и и л и л л л и

да
и л л и л и л и

да

   



      

| ( )

7 2 8 1 4 6 3 5

A B A B
да л и л л и л л л
    

        

, |

3 1 4 7 5 2 8 6

A B A B
и и и л и и л и да
    

 

1.3.11. Упражнение. Проверить логическую эквивалентность. 

1. (AB) = AB.  

2. A(BC) = (AB)C.  

3. AB = AB.  

4. AB = BA.  

5. AB = (AB)(BA).  

6. A(BC) = (AB)(AC).  

7. A(BC) = (AB)C.  

8. ABC = (AB)(AC).  

1.3.12. Упражнение. Проверить, является ли формула тавтологией. 

1. = (AB)(ABC).  

2. = (ABC)(CAB).  

3. =(ABC)(CB)(AB).  

4. = (AC)(BC)(AB). 

1.3.13. Упражнение. Проверить, противоречив ли данный набор формул. 

1. (AB), BA = .     

2. AB, AB = .      

3. (AB)C, C(AB) = . 

4. A(BC), B(CA) = . 
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1.3.14. Свойства логического следствия, эквивалентности, тавтологии и 

противоречия. Пусть , ,A B C  – предикаты, S  – список предикатов (возмож-

но, пустой). Тогда справедливы следующие утверждения. 

1. ( , , | ) ( , | )A B S C A B S C                                     (объединение посылок). 

2.  ( , , | ) ( , | )A B S C B S A C        (перенос посылки, теорема о дедукции). 

3. ( | ) (| )A B A B                (сведение следствия к тавтологии). 

4. ( | ) ( , | )A B A B             (сведение следствия к противоречию). 

5. (| ) ( | )B B            ( сведение тавтологии к противоречию). 

6. (| ) ( | )B A B           (тавтология следует из любой посылки).  

7. ( | ) ( | )S S B                (из противоречия следует любое заключение).  

8. ( | ) ( | ) ( | )A B B C A C              (транзитивность логического следствия). 

9. ( | | ) ( | | ) ( | | )A B B C A C     (транзитивность логической эквивалентности). 

Например, докажем утверждение 2. Пусть верна левая часть двойной импли-

кации, а правая ложна. Тогда найдется интерпретация, в которой предикаты 

,B S  истинны, а импликация A C  ложна. Последнее означает, что A  истин-

но, а  C  ложно. Итак, в найденной интерпретации все предикаты в левой части 

соотношения  , , |A B S C  истинны, а C  ложно. Мы получили противоречие с 

тем, что левая часть двойной импликации верна. 

 Наоборот, пусть , |B S A C  , но , , |A B S C . Тогда существует интер-

претация, в которой , ,A B S  истинны, а C  ложно. Но в этой интерпретации 

ложна и импликация A C  при истинных ,B S , чего не может быть по предпо-

ложению. Утверждение 2 доказано. 

1.3.15. Упражнение. Доказать остальные свойства. Сформулировать и дока-

зать аналогичные свойства следствия, эквивалентности, истинности и про-

тиворечия в теории. 

 

1.4. Основные теоремы логики высказываний 

 

 В следующих двух теоремах собраны соотношения логики высказываний, 

наиболее часто встречающиеся в практике математических рассуждений. 

1.4.1. Теорема об отрицании, конъюнкции и дизъюнкции. 

1) Закон тождества:            

A = A. 

2) Закон двойного отрицания:    

A = A. 

 

3) Правила удаления и введения  и :  

     AB = A,          A, B = AB, 

AB,A = B,   A= AB, 
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AA = A      A= AA. 

4) Действия с константами – тавтологией (и) и противоречивым предикатом  

(л): 

Aл = л,      Aи = A, 

Aи = и,    Aл = A. 

5) Коммутативность:  

AB = BA,   AB = BA. 

6) Ассоциативность:  

A(BC) = (AB)C,  A(BC) = (AB)C. 

7) Дистрибутивность:  

A(BC) = (AB)(AC), A(BC) = (AB)(AC). 

8) Законы де Моргана:  

(AB) = AB,  (AB) = AB. 

9) Закон противоречия:         

A, A = . 

10) Закон исключенного третьего:        

= BB. 

1.4.2. Теорема об импликации и двойной импликации. 

1) Правила удаления и введения:    

AB, A = B,   B = AB, 

     AA = и.   AB = (AB)(BA). 

2) Действия с константами: 

Aи = и,     иA = A, лB = и,    Aл = A, 

3) Закон контрапозиции:   

AB = BA. 

4) Выражение  через  и :  

AB = AB. 

5) Транзитивность:    

AB, BC = AC,  AB, BC = AC. 

1.4.3. Упражнение. Доказать сформулированные утверждения. 

1.4.4. Замечания об истории, терминологии и обозначениях. 

Основы логики как науки о формах правильных умозаключений заложены в 

трудах Аристотеля в четвёртом веке до новой эры. Используя современный 

язык, можно сказать, что основные исследования Аристотеля относились к ло-

гике предикатов, которая излагается во второй главе данного курса. Найденные 

Аристотелем и некоторыми его последователями фигуры силлогизмов (пра-

вильных логических умозаключений) были настолько простыми и общими, что 

до середины девятнадцатого столетия логика считалась наукой завершённой и 

преподавалась практически в неизменном виде. 

В середине 19 века в работах ирландского математика Джорджа Буля и шот-

ландского математика Августа де Моргана для описания и исследования логи-
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ческих законов начинает применяться алгебраическая символика. Появляется 

алгебра логики, которая позже становится математической логикой, т.е. теори-

ей логических доказательств, широко применяющей математическую символи-

ку и математические методы и направленной, главным образом, на исследова-

ние оснований математики. 

Существует очевидная аналогия между алгеброй высказываний и алгеброй 

множеств. Подобного рода булевы структуры имеют в настоящее время разви-

тую общую теорию и разнообразные приложения. 

В начале 20 века математика переживала  кризис оснований, связанный с от-

крытием и исследованием парадоксов теории множеств. В этот период логи-

ческие законы подверглись всестороннему критическому обсуждению, которое 

и привело к  созданию современной математической логики как теории дока-

зательств. Оживлённые дискуссии велись, в частности, по вопросу о границах 

применимости закона исключённого третьего, на котором основываются в ма-

тематике многочисленные неконструктивные теоремы о существовании тех или 

иных объектов. 

Со второй половины 19 века математическая логика начинает применяться 

для описания и исследования таких технических объектов, как контактные 

схемы, схемы из функциональных элементов, конечные автоматы.     

В технических приложениях формулы логики высказываний рассматривают 

как  двузначные функции от нескольких двузначных переменных - функции и их 

аргументы принимают значения в множестве {и, л}. Такие функции и перемен-

ные называются булевскими (булевыми). При рассмотрении булевых функций 

часто вместо “и”, ”л” пишут, соответственно, “1” и ”0”, конъюнкцию A B  

обозначают AB , отрицание A A  , а вместо знака логической эквивалентно-

сти пишут знак равенства. В дальнейшем мы будем иногда использовать такие 

обозначения.  

1.4.5. Упражнения. Упростить формулы применяя теоремы логики высказыва-

ний. 

1)   ВАВА  ; 

3)    ВАСАСАВА  ; 

5)   ССВАА  ; 

7)    ВАВА  ; 

9)   ВАСАВАСА  ; 

11) СВАСА  ; 

 

 

 

2)   ВАВА  ; 

4)   САВАСАВА  ; 

6)   ССВАА  ; 

8)    ВАВА  ; 

10)   

    САВАВАСА  ; 

12)  СВААС  . 

1.4.6. Упражнения. Проверить логическое следствие предварительно упростив 

посылки и заключение. 

1)      СВАСАСАВСВАВА  , ; 

2)            САСАСВАВСВВА  , ; 
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3)         СВАВАСВАСВАСВ  , ; 

4)         ВАССВАВАСАВСА  , ; 

5)         САВАВСВАВАСВ  , ; 

6)       АСВСВАВАСВСВА  , ; 

7)     СВАСАСАВВАВАС  , ; 

8)        АССАВСАВСВСАВА  , ; 

9)        САВАВАСВАСВСВА  , ; 

10)      ВАССАСАВВАСВА  , ; 

11)       САСАСВСАВАВАСВ  , ; 

12)        САВАВАСВАСВСВА  , . 

 

1.5. Принцип двойственности 

1.5.1. Двойственная функция. 

Будем обозначать 1 2,  , ,  nx x x  - логические переменные, принимающие значе-

ния из множества констант  0,  1E  . Функцией алгебры логики от переменных 

1 2,  , ,  nx x x  будем называть любую функцию 

       :  0,  1 0,  1 0,  1 0,  1

n

f     . Каждой формуле логики высказываний 

соответствует определённая функция алгебры логики, определяемая таблицей 

истинности для данной формулы. Но функция алгебры логики может выра-

жаться различными формулами, логически эквивалентными между собой. 

Функция  *
1 2,  , ,  nf x x x , равная  1 2,  , ,  nf x x x , называется двойственной 

функцией к функции  1 2,  , ,  nf x x x . 

Очевидно, что таблица истинностей для  *
1 2,  , ,  nf x x x  получается из таб-

лицы истинностей для  1 2,  , ,  nf x x x  переворачиванием столбца значений 

функции и заменой в нём 0  на 1 ,а 1  на 0 . 

1x  1x  1x   1 2 3,  ,  f x x x   *
1 2 3,  ,  f x x x  

1 1 1 1 0 

1 1 0 1 1 

1 0 1 0 0 

1 0 0 0 1 

0 1 1 0 1 

0 1 0 1 1 

0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 

Также очевидно, что  
*

** *f f f  . 
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1.5.2. Определение дополнительных логических связок. 

Введём в рассмотрение ещё три операции логики высказываний. 


_______

x y x y    - сложение по модулю два (порядок выполнения как у ); 


______

|x y x y   - штрих Шеффера (по порядку выполнения стоит между   и  ); 


______

x y x y    - стрелка Пирса (по порядку выполнения стоит между   и );. 

1.5.3. Упражнение Доказать следующие свойства сложения по модулю два. 

1) x y y x    (закон коммутативности); 

2)    x y z x y z      (закон ассоциативности); 

3) 1 x x   (выражение отрицания); 

4) 0 x x   

5)  x y z x y x z       (закон дистрибутивности). 

 

1.5.4. Упражнение Найти функции, двойственных к данным: 

1) 1*; 2) 0*; 3) *x ; 4) *x ; 5)  *x y ; 6)  *x y ; 7)  *x y ; 8)  *x y  9) 

 *x y .  

Пусть заданы функции  1 2,  , ,  mf y y y ,  
11 11 12 1,  , ,  Pf x x x , 

 
22 21 2 2 2,  , ,  Pf x x x ,…,  1 2,  , ,  

mm m m m Pf x x x . Обозначим через 1 2,  , ,  nx x x  

объединённое множество переменных функций 1 2,  , ,  mf f f . 

1.5.5. Теорема о функции двойственной к суперпозиции. 

Если 

 

      
1 2

1 2

1 11 12 1 2 21 2 2 2 1 2

,  , , 

          = ,  , ,  ,  ,  , ,  , ,  ,  , ,  ,
m

n

P P m m m m P

x x x

f f x x x f x x x f x x x

 

  
 

то  

 

      1 2

1 2

* * *
11 12 1 21 2 2 2 1 2

1 2

* ,  , , 

*          = ,  , ,  ,  ,  , ,  , ,  ,  , ,  ,
m

n

P P m m m P
m

x x x

f f x x x f x x x f x x x

 

  

Это утверждение следует непосредственно из определения двойственной 

функции. 

   

      

      
1 2

1 2

1 2 1 2

1 11 12 1 2 21 2 2 2 1 2

1 11 12 1 2 21 2 2 2 1 2

* ,  , , ,  , , 

,  , ,  ,  ,  , ,  , ,  ,  , ,  

,  , ,  ,  ,  , ,  , ,  ,  , ,  

m

m

n n

P P m m m m P

P P m m m m P

x x x x x x

f f x x x f x x x f x x x

f f x x x f x x x f x x x
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1 2

1 2

* * *
11 12 1 21 2 2 2 1 2

1 2

* * *
11 12 1 21 2 2 2 1 2

1 2

,  , ,  , ,  , ,  , ,  ,  , ,  =

*= ,  , ,  ,  ,  , ,  , ,  ,  , ,  ,

m

m

P P m m m P
m

P P m m m P
m

f f x x x f x x x f x x x

f f x x x f x x x f x x x

   

  

 

1.5.5. Принцип двойственности. 

Для получения двойственной к функции, выраженной формулой с помощью 

только операций ,  ,     и констант 1 ,0 , достаточно в этой формуле заменить 

  на  ,   на  , 0  на 1и 1  на 0 . 

1.5.6. Упражнение. По функциям  1 2,  f x x  и  1 2,  g x x , заданными векторами 

f  и g  значений в таблице истинности, построить функцию h . 

1)  1011f ,  0111g  : 

 а)     1 2 1 1 2,  ,  ,  h x x f x g x x ;           б)     1 2 2 2 1,  ,  ,  h x x g x f x x ; 

 в)        1 2 1 1 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  h x x f f x g x x g x x ; 

 г)       1 2 3 1 2 3 1 2,  ,  ,  ,  ,  h x x x g x x f x g x x  ; 

 д)        1 2 3 2 3 1 1 2 3,  ,  ,  ,  ,  ,  h x x x f x g x x g x g x x  . 

2)  1010f ,  0110g  : 

 а)     1 2 3 3 1 2,  ,  ,  ,  h x x x f x g x x ; 

 б)       1 2 3 3 2 1 3,  ,  ,  ,  ,  h x x x g g x x f x x ; 

 в)        1 2 3 3 1 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  ,  h x x x f f x g x x g x x ; 

 г)          1 2 3 1 2 3 1 1 1 2,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  h x x x f f x x g x x g x g x x  . 

1.5.7. Упражнение. Перечислить все существенные и фиктивные переменные у 

следующих функций. 

1)    1 2 3,  ,  10101010f x x x  ;      2)    1 2 3,  ,  10011001f x x x  ; 

3)    1 2 3,  ,  00111100f x x x  ;      4)    1 2 3 4,  ,  ,  0101111101011111f x x x x  ; 

5)    1 2 3 4,  ,  ,  1100110000110011f x x x x  ; 

6)    1 2 3 4,  ,  ,  1011010110110101f x x x x  ; 

7)         1 2 1 2 1 2 1 2 2 1,  f x x x x x x x x x x        ; 

8)       1 2 1 2 1 2 1 1 2,  f x x x x x x x x x       ; 

9)         1 2 3 1 2 2 3 2 3,  ,  f x x x x x x x x x      ; 

10)         1 2 3 1 2 3 2 1 3 1 3,  ,  f x x x x x x x x x x x        ; 

11)           1 2 3 1 2 3 2 1 3 1 2,  ,  | | |f x x x x x x x x x x x      

1.5.8. Упражнение. Показать, что 1x  фиктивная переменная функции f , реали-

зовав функцию эквивалентной формулой, не содержащей 1x . 
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1)      1 2 2 1 2 2,  f x x x x x x    ;  2)      1 2 1 2 1 2,  |f x x x x x x   ; 

3)       1 2 3 1 2 3 3 2,  ,  f x x x x x x x x     ; 

4)         1 2 1 2 3 1 2 3 2 3,  f x x x x x x x x x x        ; 

5)         1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 1 3,  ,  |f x x x x x x x x x x x x        . 

1.5.9. Упражнение. Используя непосредственно определение двойственности 

булевых функций, а также основные тождества, выяснить, является ли функция 

g двойственной к функции f . 

1)    ,  ,  ,  f x y x y g x y x y    ;  2)    ,  | ,  ,  f x y x y g x y x y   ; 

3)    ,  ,  ,  f x y x y g x y x y    ; 

4)    ,  ,  ,  ,  ,  f x y z x y z g x y z x y z      ; 

5)            ,  ,  ,  f x y x y y x g x y x y y x        ; 

6)      ,  ,  ,  ,  ,  f x y z x y z g x y z x y z      . 

1.5.8. Упражнение. Используя принцип двойственности, построить и упро-

стить формулу, реализующую функцию, двойственную к функции f . 

1)      ,  ,  f x y z x y z y z x y z        ; 

2)       ,  ,  1 |f x y z x y y z x y z       ; 

3)         ,  ,  |f x y z x y x y x y z      ; 

4)     ,  ,  1f x y z x y y z z      ; 

5)       ,  ,  0 1f x y z x y z z x y y z          ; 

6)          ,  ,  f x y z x z x y x y z        

1.6. Разложение булевых функций по переменным. 

Совершенные дизъюнктивная и конъюнктивная нормальные формы. 

Введём обозначение  

 при =1,

 при =0.

x
x

х

 




 


 

Из этого определения непосредственно вытекают следующие очевидные  

свойства функции x : 

1) x x x      ; 

2) 1x   в том и только том случае, когда x  ; 

3) 0x   в том и только том случае, когда x   ( x  ); 

4) 1
  , а 0

  . 

1.6.1. Теорема (о разложении функции по переменным). 
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Доказательство. Рассмотрим произвольный набор констант 1 2,  , ,  n    и 

покажем, что на нём левая и правая части равенства (*) совпадают. Левая часть 

равна  1 2,  , ,  nf    , а правая  

 
 1

1

1 11
, , 

, ,  , , ,  m

m

m m m nf
 

 
         , по свойству x  отличной от 

нуля будет только одна конъюнкция 1

1 1m
m

     , а при всех других набо-

рах констант  1, , m   1

1 0m
m

     . Тогда по теоремам логики высказыва-

ний 

 
   1

1

1 1 1 11
, , 

, ,  , , ,  , ,  , , ,  m

m

m m m n m m nf f
 

 
               . 

Что и требовалось доказать. 
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 Покажем, что для функции 1f   существует представление в виде «со-

вершенной конъюнктивной нормальной формы» (СКНФ). В этих условиях 

* 0f  , поэтому для неё существует СДНФ 
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 Упражнение1.6.1. Построить СДНФ и СКНФ для функций, заданных 

следующими формулами. 

а)  

  
б) 

  

  
в) 

  
 

 

1.7. Полнота и замкнутость систем булевых функций. 

 1.7.1. Определения, критерий полноты. 
 

 
 Примеры: 

 



       25 

 

 
 

 1.7.2. Упражнения. Показать, что следующие системы булевых функций 

являются полными. 

         ,  ;  ,  ;  ;  | ;  1,  ,  .        

 1.7.3. Полином Жегалкина. 

 Определение полинома Жегалкина.  



       26 

 

 
 

 

 Доказательство. Поскольку система  1,  ,     является полной, и конъ-

юнкция дистрибутивна относительно сложения по модулю 2, то, очевидно, лю-

бая булева функция представима в виде полинома Жегалкина. Причем это 

представление единственно. 

 
 

 Упражнение 1.7.4. Методом неопределённых коэффициентов найти 

полиномы Жегалкина для следующих функций. 
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Упражнение 1.7.5. 
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 1.7.6. Пять важных замкнутых класса. 

 

 

 

 
и поэтому Т0 не является полной системой. 

   Пусть , 

где     Тогда, т.к.  00 T ,  то 
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Значит  Т1  тоже не является полной системой. Так же, как для Т0, доказывается, 

что Т1  замкнутый класс. 

 

 
Из этого следует, что класс S не является полным. Его замкнутость вытекает из 

очевидного для самодвойственных функций  тождества 

 

 
 

 

 

 



       30 

 

 
А импликация и двойная импликация не являются монотонными. Поэтому клсс 

булевых функций М, состоящий из всех монотонных функций не является 

полным. Покажем, что он замкнут. 

 Пусть , где  Обозначим  

 
 

 Определение. Ксассом линейных функций L  назовём множество всех 

булевых функций, преставление которых в виде полинома Жегалкина не со-

держит конъюнкций более чем из одной переменной. 
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 Очевидно, полином Жегалкина x y  не является линейной функцией, 

поэтому класс L  не является полным. Замкнутость L очевидна, т.к.  

 1 2,  , ,  mf f f f  , где 1 2,  ,  , ,  mf f f f  - линейные функции, является подста-

новкой в линейное выражение вместо переменных линейных выражений, из ко-

торой после сложения одинаковых констант и переменных может получится 

только линейный вид полинома Жегалкина. 

 

 1.7.7. Теорема Поста. 
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 Пусть  некоторая произвольная система 

булевых функций. Тогда справедлива следующая теорема Поста. 
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 1.7.8. Упражнение. 

 
 1.7.9. Упражнение. 

 
а) 
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б) 

        
 

 1.7.10. Упражнение Выяснить, является ли функция f  линейной, пред-

ставив её в виде полинома Жегалкина. 

а)  

           
б) 

           
 

 1.7.11. Упражнение Проверить, является ли функция f  монотонной. 

а) 

           
б) 
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в) 

        
 

 1.7.12. Упражнение Выяснить, является ли система функций полной по 

теореме Поста. 

а) 

         
б) 

        
 

 1.7.13. Упражнение 

а) проверить, является ли система базисом в 2P . 
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б) из полной системы выделить все возможные базисы. 

        
 

        
 

 

 

2. Логика предикатов 

2.1. Язык прикладной логики предикатов 

2.1.1. Элементы языка прикладной логики предикатов. 

Рассмотрим предикат 

yx 2 .       (1) 

Он не содержит логических связок, поэтому его формальная запись в языке ло-

гики высказываний состоит из одной буквы, например, P.  

В языке логики предикатов (точнее, чистой логики предикатов) должны быть 

выявлены все переменные, входящие в предикат, и какой-нибудь буквой обо-

значено отношение между ними, выражаемое этим предикатом: | | ( , )P A x y . 

В данном случае буквой A обозначено следующее свойство объектов x и y 

(или отношение между ними): квадрат первого меньше второго (предполагает-

ся, что x  и y  – вещественные числа).  

Часто мы будем пользоваться  более богатым языком  прикладной логики 

предикатов, который отличается от обычного математического языка только 

более жесткими синтаксическими требованиями. Именно, в нем должны быть 

четко выделены следующие элементы.  

 Константы   имена индивидуальных предметов. В (1) это  2. 

– Переменные – имена неопределенных предметов, конкретные значения 

которых выбираются в единой для всех переменных предметной области D. 

В (1) переменными являются буквы  x, y с предметной областью RD . 

– Функциональные знаки, с помощью которых из простых выражений 

(констант и переменных) образуются сложные. В (1) единственная функция 
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возведения в квадрат 2x  изображена, как обычно, взаимным расположением ар-

гумента x  и параметра 2. Для табличного анализа умозаключений в прикладной 

логике предикатов удобно для каждой функции использовать явный функцио-

нальный знак. Например, выражение 2x можно записать в виде 2x . В логике 

выражения чаще называются термами от английского “term” – член. Мы будем 

употреблять более традиционный для математики термин “выражение”. 

– Знаки отношений (свойств). В (1) единственным знаком отношения 

является “<”. Отношения и функции могут зависеть от любого числа предмет-

ных (т.е. принимающих значения в D) переменных. Единственным формальным 

отличием функции от отношения является то, что значения функции лежат в D, 

а значения отношения – в двухэлементном множестве булевских констант B  

{и, л}. Отношение от n переменных, примененное к n выражениям, образует 

простой предикат. Сложные предикаты строятся из простых с помощью логи-

ческих операций. 

– Логические связки , , , , . 

– Кванторы , , которые подробно описываются ниже. 

– Скобки, определяющие порядок образования сложных выражений и 

предикатов.  

2.1.2. Кванторы. Свободные и связанные переменные. 

Из простого предиката (1) можно получить следующие более сложные пред-

ложения. 

Существует x, для которого справедливо (1)           ].)[( 2 yxx    (2) 

Для любого y выполнено (1)                  ].)[( 2 yxy    (3) 

Существует такое y, что для любого x  выполнено (1)   )]1)[(()( xy  . (4) 

Для любого x  существует такое y, что выполнено (1)   )]1)[(()( yx  . (5) 

Знаки  и  происходят от английских слов All (все) и Exist (существовать) и 

называются кванторами общности и существования, соответственно. Термин 

“квантор” образован от латинского “quantum”  сколько. Кванторы указывают, 

для какого количества (для всех или хотя бы для одного) значений переменной 

справедливо данное утверждение. 

Истинность предложения (2), как нетрудно видеть, зависит только от выбора 

значения переменной y: при 0y  оно ложно, а при остальных значениях истин-

но. Поэтому говорят, что применение квантора по какой-нибудь переменной 

превращает эту переменную в связанную, от конкретных значений которой ис-

тинность утверждения уже не зависит. В (2) имеются два вхождения перемен-

ной x, которые связаны квантором существования, и одна свободная перемен- 

ная y. Аналогично, в (3) два вхождения переменной y связаны квантором общ-

ности, а единственное вхождение переменной x свободно; утверждение ложно 

при всех значениях x. В (4) и (5) все переменные связаны; высказывание (4) 

ложно, а (5) истинно. Последнее обстоятельство следует подчеркнуть особо: 

перестановка разноименных кванторов может существенно изменить пред-

ложение.  
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2.1.3. Основные свойства кванторов. 

Формальное описание кванторов и действий с ними дают следующие четыре 

правила.  

              Правила общности                                           Правила существования 

         [ ( ) ( )] | ( )x A x и A c и       ( )и ,              [ ( ) ( )] | ( )x A x л A n л       

( )л , 

         [ ( ) ( )] | ( )x A x л A c л        ( )л ,  [ ( ) ( )] | ( )x A x и A n и      ( )и . 

В правилах общности присутствует произвольная константа c, а в правилах су-

ществования утверждается только существование константы n, для которой 

справедлива правая часть.  

Правило (и) аналогично известному свойству конъюнкции: если конъюнк-

ция двух или нескольких предикатов истинна, то истинны все ее операнды. Для 

квантора в роли операндов выступают высказывания, получающиеся из A(x) 

при всевозможных значениях x; их может быть бесконечно много. Правило (л) 

есть обобщение свойства дизъюнкции: если дизъюнкция ложна, то ложны все 

ее операнды.  

В правилах существования мы использовали нетрадиционный  знак | , кото-

рому мы придаем следующий смысл: если выполнено то, что написано слева от 

него, то можно ввести в рассмотрение новую (т.е. не участвовавшую ранее в 

данном рассуждении) константу  n, для которой верно написанное справа от 

этого знака. Например, если доказано, что уравнение 0)( xf  имеет хотя бы 

одно решение, т.е. ( )[ ( ) 0]x f x  , то можно обозначить новой для данного рас-

суждения буквой n  одно из его решений (без уточнения того, какое это именно 

решение) и в дальнейшем пользоваться истинным утверждением 0)( nf . Ана-

логично, если известно, что утверждение   ( )[ ( ) ]x f x 0  ложно, то можно ввести 

новую константу n, для которой f n( )  0. 

2.1.4. Ограниченные кванторы. 

Как уже отмечалось, в логике предикатов действует соглашение о том, что все 

предметные переменные имеют одну и ту же область изменения D. В матема-

тических теориях часто рассматриваются объекты различной природы: числа, 

множества, функции и т.п. Все они составляют единую предметную область D, 

а если некоторый квантор должен относиться только к части этой области, то 

на переменную, по которой он применяется, накладывают ограничение. При-

мер:     

 
1

( : 0) ( : )[ ]n n
n

      N .       (6) 

Ограниченные кванторы не являются новыми логическими операциями; они 

сводятся к обычным кванторам с помощью следующих определений:  

( : ( )) ( ) ( )[ ( ) ( )]
опр

x A x B x x A x B x    ,     

 ( : ( )) ( ) ( )[ ( ) ( )]
опр

x A x B x x A x B x    . 
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Например, утверждение (6) в обычных кванторах принимает вид 

  
1

( )[ 0 ( )[ ]].n n
n

       N  

2.1.5. Упражнение. Записать данные формулы на обычном  языке и опреде-

лить, истинны ли они в теории.  

1. ( : ) ( : )[ ]x x n n n x    R N .  

2. ( : ) ( : )[ 1 0]a a x x ax     R R .   

( : 0)[ ( : )[ 1 0] ( : )[ 1 0]]a a a x x ax x x ax           3. R R R .  

4. ( : ) ( : )[ 1 0]a a x x ax     R R .   

( )[ ( )[ 1 0] ( )[ 1 0]]a x ax y ay         5. R R R .  

6. 
2( )[ ( )[ 0]]c x x x c      R R . 

7. 2( : 0) ( )[ 1 0]a a x ax x       R R . 
2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2( , , )[ 4 ( , )[ 0 0 ]]a b c b ac x x ax bx c ax bx c x x            8. R . 

9. 2 2( ) ( ) ( )[ 0]a x c ax x c        R R R . 

10. 2( ) ( ) ( )[ 0]a c x ax x c        R R R . 

2.1.6. Пример формализации в языке прикладной логики предикатов. 

Дополнения к процессу формализации, рассмотренному в 1.2.4 и 1.2.6, кото-

рые вносят такие формы предложений,  как “Для любого... выполнено...” и 

“Существует..., для которого выполнено...”  рассмотрим на следующем приме-

ре. 

 Для любых вещественных , ,a b c  верно, что если 20, 0ac то ax bx c     

при некотором вещественном x. 

Очевидно, утверждение “
2 0ax bx c   при некотором вещественном x” мож-

но без изменения смысла и логической формы преобразовать в “Существует 

вещественное x, для которого 
2 0ax bx c    ”. Теперь перевод на язык при-

кладной логики предикатов дает формулу 
2( : ) ( : ) ( : )[ 0 ( : )[ 0]].a a b b c c ac x x ax bx c           R R R R  (7) 

Группу следующих друг за другом одноименных кванторов часто записывают в 

виде одного квантора по нескольким переменным. Кроме того, если это не мо-

жет вызвать недоразумений, в круглых скобках рядом с квантором не указыва-

ют отдельно имя переменной, а пишут сразу предикат, ограничивающий ее зна-

чения: 

     2( , , )[ 0 ( )[ 0]].a b c ac x ax bx c         R R R R      (8) 

2.1.7. Упражнение. Формализовать данный предикат в языке прикладной ло-

гики предикатов. Определить, является ли он истинным.     

1. Неравенство x2 0  справедливо для любого действительного x. 

2. Найдется хотя бы одно действительное число x, для которого 
2 1 0x x    , 

и хотя бы одно действительное x, для которого 
2 1 0x x    . 
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3. Существует вещественное M, такое, что ( 1) /n n M  для любого целого 

0n  . 

4. Не существует натурального N, которое больше любого вещественного x. 

5. Для любых двух вещественных чисел x и y, удовлетворяющих неравенству 

x y , найдется рациональное q, такое, что x q y  . 

6. Для любого отрицательного a имеется действительное значение x, для кото-

рого 
2 1 0ax x   . 

7. Для любых 0, 0a M   существуют как положительное, так и отрицательное 

значения x, при которых 
2 1ax x M   . 

8. Для любого положительного   существует натуральное N , такое, что 
1

n
  

при  n N . 

9. Существуют целые числа, которые не делятся ни на какие натуральные чис-

ла, кроме 1 и модуля самого себя. 

10. Для любых вещественных чисел x и y выполнено одно и только одно из со-

отношений , ,x y x y x y   . 

 

2.2. Следствие в прикладной логике предикатов 

 

В этом параграфе мы распространим направленную табличную процедуру про-

верки логического следствия на формулы прикладной логики предикатов. 

2.2.1. Применение правил общности. 

 В приводимом ниже примере первые три шага обычны: посылкам присвоено 

значение “и”, заключению – “л”. На шаге 4 связанной переменной x присвоено 

значение a, а на пятом шаге применено правило общности (и) – истинностное 

значение перенесено с квантора на предикат. Шестой шаг следует из второго. 

На седьмом шаге получилось противоречие с шагом 3, поскольку во всей обла-

сти действия квантора общности по x  этой переменной присвоено значение a . 

Значения, присваиваемые связанным переменным, можно произвольно выби-

рать из  предметной области данного набора формул, т.е. множества всех 

участвующих в них констант и свободных переменных, дополненного беско-

нечным множеством стандартных констант  0 1 2, , ,c c c .  
?

( ) [ 0 1 1], 0 | 1 1

1 4 6 5 7 2 3

x x x a a
и a и и и и л
        

 

Отметим новые по сравнению с логикой высказываний элементы табличного 

доказательства. 

 1. Связанной переменной можно присвоить любое значение из предметной 

области данного набора формул одновременно во всей области действия кван-

тора. 
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 2. Если при этом получается ситуация общности (т.е. выполнено условие 

одного из правил общности), то можно перенести истинностное значение с 

квантора на предикат. 

2.2.2. Обозначения сложных выражений. Ограниченные кванторы. 

 В рассматриваемом ниже примере на четвертом шаге введено обозначение c0  

для сложного выражения ysin . Такие обозначения выбираются из бесконечного 

списка стандартных констант 0 1 2, , ,c c c  с тем условием, что для нового выра-

жения вводимая константа должна быть новой, т.е. не входить в данные фор-

мулы и в предыдущую часть данного табличного доказательства. На шаге 6 к 

ограниченному квантору общности применено  правило общности ( и ). Над 

скобкой помещен знак импликации, которая входит в определение ограничен-

ного квантора общности; именно на него переносится на шестом шаге истин-

ностное значение с квантора .  
?

0 0 0

( : ) [ 2 0], sin | (sin ) 2 0

1 5 7 6 8 4 2 9 3

x x x y y
и с и и и с и да с л

       R R
 

К списку новых элементов табличных доказательств для логики предикатов 

присоединим следующие два. 

 3. Сложным выражениям можно приписывать обозначения из числа новых 

стандартных констант. 

 4. Ограниченные кванторы сводятся к неограниченным путем добавления 

над скобкой знака импликации в случае квантора общности и знака конъ-

юнкции для квантора существования.  

 2.2.3. Пример с  подстроками. 

 В следующем примере после шага 10 строка продолжается по вертикали с 

переходом на шаге 11 к новой подстроке, в которой переменной x присваивает-

ся еще одно значение y. 

( 0 ) [ 1 1], 0, 0 | 1 1 1 1

1 5 7 6 8 2 3 9 4 10

1113 12 14

x x a y a y
и a и и и и и и л л

y и и и

           

 

К списку новых элементов мы присоединим следующий.  

 5. Если по ходу табличного доказательства требуется связанной перемен-

ной присвоить последовательно несколько различных значений, то это дела-

ется в различных подстроках одной строки.  

 2.2.4. Применение правил существования. 

 В следующем доказательстве на шаге 4 связанной переменной присвоено но-

вое (не встречавшееся ранее в этой таблице) постоянное значение, поэтому в 

силу правила существования ( л )  значение “л” перенесено с квантора на пре-

дикат (шаг 5).  
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0 0

( ) [sin 1] | ( ) [ sin 1]

1 3 9 11 10 12 2 4 6 5 7 8

x x x x
и л с и л л да л с и л л и

         R R
 

 Отметим, что непосредственно после шага 3  была также возможность в ле-

вой части доказываемого утверждения воспользоваться правилом общности 

( )л . Однако рациональнее, как это сделано, сначала применить правило суще-

ствования в правой части, а затем – правило общности в левой. Иначе, как по-

казано ниже, доказательство усложняется, так как на шаге 6 необходимо ввести 

новую константу, а затем её использовать на шаге 11. 

0 1

1

( ) [sin 1] | ( ) [ sin 1]

1 3 4 5 2 6 8 7 9 10

11 13 12 14

x x x x
и л с л да л с и л л и

c и л л

         R R

 

 6. Если на некотором этапе табличной процедуры возможно применение 

правила общности и правила существования, то целесообразно начать с пра-

вила существования. 

 2.2.5. Обратное применение правил общности. 
?

0 0 0

( ) [ 0 1] | ( ) [ 0] ( ) [ 1]

1 3 5 4 6 9 7 8 2 12 10 11

x x x x x x x
и с и и и да и с и л и с и
         

 

 После шага 2 можно было разветвить таблицу, так как конъюнкции присвое-

но значение «л». Но в данном случае имеется более прямой путь. На шагах 3, 4  

применяется правило существования – вводится новая константа 0c . На шаге 7 

сразу производится присваивание 0x c  с целью воспользоваться далее (шаг 8) 

результатом шага 5. Значение «и» на шаге 9 получено из 7 и 8 «обратным при-

менением правила общности ( )л », поскольку значение «л» приводило бы к 

противоречию с этим правилом и шагом 8. Проведя аналогичные действия на 

шагах 10-12, мы получили противоречие между 12, 2 и 9. Отметим эту методи-

ку как ещё один новый элемент табличной процедуры. 

 7. Иногда удобно применять правила общности в следующем виде: 

( ) | [ ( ) ( )]A c и x A x и    ,     ( ) | [ ( ) ( )]A c л x A x л    . 

 2.2.6. Равенство как логический предикат.  

 Равенство x y  будем понимать как тождество, т. е. выражение того факта, 

что x  и y  – это имена одного и того же объекта.  В математике равенство 

иногда понимается и в другом смысле; например, равенство двух векторов – это 

возможность добиться их полного совпадения путём параллельного переноса. 

Для табличной процедуры принятое понимание равенства выражается добавле-

нием двух правил построения таблиц. 
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 8. Если в таблице есть фрагмент вида  
1

u v
c и c


  , то всюду в дальнейшем в 

этой таблице можно выражению u  присваивать значение 1c , а выражению v  

– значение  c . 

 9. Фрагмент таблицы вида   
u v
c л c


  можно отметить как противоречие, 

или, что то же, фрагмент  
u v
c c


 можно дополнить значением «и» под знаком 

равенства. 

 В следующих двух примерах показано применение этих правил для доказа-

тельства утверждений, содержащих предикат равенства. Первый пример уста-

навливает транзитивность равенства, а второй – взаимозаменяемость равных 

объектов. 

0 1 2 0 1 1 2 1 1

| ( , , ) [ ]

1 2 3 4 8 6 9 5 10 7 11

x y z x y y z x z
да л с с с с и с и с и с л с л с
      

      

0 1 0 0 1 0

| ( , ) [ ( ) ( )]

1 2 3 7 5 8 4 6 9

x y P x x y P y
да л с с и с и с и с л л с
    

 

В первом примере на шагах 10 и 11 использовано правило 8, а противоре-

чие отмечено по  правилу 9. Во втором примере использовано только первое 

правило: оно позволило на шаге 9 присвоить переменной y  значение 0c . В по-

следнем примере предполагается, что предикат ( )P x  не содержит буквы y , 

иначе последовательная подстановка y  вместо x , а затем 0c  вместо y  может 

дать результат, отличный от 0( )P c . 

 2.2.7. Квантор существования и единственности.  Предикат равенства 

позволяет ввести часто используемый в математике квантор существования и 

единственности: 

!( ) ( )| | ( ) ( ) ( , )[ ( ) ( ) ]
опр

x P x x P x x y P x P y x y       . 

Например, он используется в следующем высказывании: 

( , ) !( )[ ]a b x a x b      R R R . 

 2.2.8. Упражнение. Доказать справедливость следующих логических со-

отношений. 

1. ( )[ 1 1],( 1) 1 1| ( 1 ).n n         N N   

2. 2 2( )[ 0], 1, ( 1 0) | ( ).x x i i         R R  

3. 2 2( )[2 1 0]| ( ) ( )[ 1 0].x x n x nx         R R  

4. ( : 1)[ 1 1 ]| | ( )[ 1 1] ( )[ ( 1 ) ( 1)].x x x x x x x x x x                  

5. 

( )[15 ( 2 3)]| | ( : 2)[ 15 ] ( : 15 )[ 3]d d d d d d d d d d d d           Z Z Z . 
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6. 1 2 1 2 1 2| ( , : )[ ( ) ( )] ( ) ( ).x x x x f x f x e f e f            

7.         | .q e q q q e q q q            Q Q Q    

8.      | 4 2 : 4 2 .n n n n n n     

9.     (0, ) sin 0 , (0, ), sin 0 | .x x u u         

10.   sin 0, (0, ), :sin 0 (0, ) | .e e x x x         

 2.2.9. Упражнение. Формализовать и проверить. 

1. Для любого x X  справедливо неравенство x n . Не существует такого m , 

чтобы для любого y Y  выполнялось неравенство y m . Следовательно, не лю-

бой элемент y Y  принадлежит X . 

2. Для любого n  найдется x X , для которого не выполнено неравенство x n . 

Неравенство y m  справедливо для каждого y Y . Следовательно, хотя бы один 

элемент множества X  не принадлежит Y . 

3. Для любого положительного   существует натуральное n , такое, что n 1. 

Не существует натурального n , для которого na 1. Следовательно, неверно, 

что a  положительно. 

4. Существует натуральное n , такое, что x n  для любого x X . Для любого 

натурального m  существует y Y , для которого не справедливо неравенство 

y m . Следовательно, существует элемент y Y , который не принадлежит X . 

 

2.3. Основные теоремы логики предикатов   

 

Перечень наиболее употребительных соотношений логики предикатов мы 

представим в виде двух теорем.  

2.3.1. Теорема о кванторах, отрицании, конъюнкции и дизъюнкции. 

 Пусть ,,, СВА - произвольные предикаты, х  и у - переменные, 0х - константа. 

Будем обозначать через 
ух

А


 результат замены в А  всех свободных вхожде-

ний х  на у  . Утверждается, что справедливы следующие соотношения. 

1)  Правила переименования связанной  переменной: если у  не входит в А  и В  

ни в связанном, ни в свободном виде, то 

   : | : ,
х у х у

х А В у А В
 

                                         ху  

   : | : .
х у х у

х А В у А В
 

                                         ху  

2) Правила удаления и введения кванторов: 

         
0 0

: , | ,
х х х х

х А В А В
 

                                              уд  

0 0

, | ( : )
х х х х

А В x A B
 

  .                                                 вв  

3) Правила пронесения кванторов через отрицание: 

   : | | : [ ],х А В x А В                                                    

   : | | : [ ].х А В x А В                                                   
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4) Правила пронесения кванторов через конъюнкцию: 

      : | | : :х А В С х А В х А С     ,                               

      
|

: | : :х А В С х А В х А С


      ;                                 

если В  или С  не зависит от х  , то 

      : | | : :х А В С х А В х А С      .                            | |   

5) Правила пронесения кванторов через дизъюнкцию: 

      : | | : :х А В С х А В х А С      ,                                  

      
|

: | : :х А В С х А В х А С


     ;                           |   

если В  или С  не зависит от х  , то 

      : | | : :х А В С х А В х А С     .                          | |   

 Условие, наложенное на y  в  ху  и  ху , существенно. Например, наруше-

ние этого условия приводит к тому, что из верного для любого у  предиката 

  ухxx  Q:  получается ложное высказывание   уууу  Q:  и из истин-

ного высказывания     ухуухх  RR ::  – ложное утверждение 

    уууууу  RR :: .  Правила   ,     обобщают законы де Морга-

на. Они часто применяются в доказательствах от противного для переформули-

ровки “отрицательных” утверждений в “позитивной” форме. Например, если 

мы предположили, что     : nM n n a M   N  (т.е. последовательность  а   

не является ограниченной сверху), то мы можем переписать это предположение 

в эквивалентной позитивной форме:     : nM n n a M   N   (здесь исполь-

зована еще эквивалентность   n na M a M     ).  Все утверждения теоре-

мы можно доказать с помощью табличной процедуры. Докажем, например, 

 ху ,    и   . 

 ( xy ):   1 1

( : ) | ( : )

1 7 9 8 10 2 3 5 4 6

х у х у
х А В у А В

и с и и и да л с и л л

 

 
  

 

Ограничение на переменную у  использовано на шаге 9, так как без него ре-

зультат последовательной подстановки  
1суух

А



может не совпадать с резуль-

татом непосредственной подстановки 
1сх

А


. Например,  
1cy

yx
yx


  есть 11 cс   

, а  
1cx

yx


 - yc 1 . Это ограничение использовано и при выявлении противо-

речия между  6  и  10. 

   :  

?

0 0 0

( : ) [ ] | ( : ) ( : )

1 3 5 4 7 6 8 13 9 10 1211 2 18 14 15 17 16

x A B C x A B x A C
и c и и и и и да и c и и и л и c и и и

       
 

Тот факт, что левая часть не следует логически из правой, докажем с помощью 

смыслового контрпримера: А - “ хN”, В - “ х  четно”, С - “ х  нечетно”. Оче-

видно, в такой интерпретации правая часть истинна, а левая ложна. 
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 В доказательстве    будем, для определенности, считать, что от х  не за-

висит В . Ввиду    достаточно доказать только 

  :  

?

1 0 1

( : ) [ ] | ( : ) ( : )

2 13 15 14 18 16 17 3 5 7 6 8 1 4 9 11 1012

x A B C x A B x A C
л c и л и л и да и c и и и и и c и и и

       
 

Поскольку 
0х с

В и


    (шаг 8) и В  не зависит от х , то и 
1х с

В и

  (шаг 18). 

2.3.2. Теорема о кванторах и импликации.  

 1) Правила пронесения кванторов через импликацию: 

         : | | : :х А В С х А В х А С      ;                               

      
|

: | : :х А В С х А В х А С


     ;                          |  

если В  или С  не зависит от х  , то 

      : | | : :х А В С х А В х А С       .                        | |  

 2) Правила пронесения кванторов через кванторы: если A  не содержит буквы 

y , B  – буквы x , а C  может зависеть от x  и y , то 

   : ( : ) | | ( : ) :х А y B C y B х А С     ;                                         

   : ( : ) | | ( : ) :х А y B C y B х А С     ;                                            

   
|

: ( : ) | ( : ) :х А y B C y B х А C


      .                                            

 Докажем  |  и  | |  с помощью цепочки преобразований. 

( : )[ ]x A B C   | |  ( : )[ ]x A B C    
|

|


  ( | | )  ( : )[ ] ( : )x A B x A C     | |   

| | ( : ) ( : )x A B x A C    | |   ( : ) ( : )x A B x A C  . 

В преобразованиях последовательно использованы доказанные ранее утвер-

ждения: выражение   через  и  ,  правило ( |)  , а если B  или C  не зави-

сит от x , то ( | |)  , правило ( )  и, наконец, вновь выражение   через  и 

 , на этот раз в обратную сторону.  

 В доказательствах цепочками преобразований применяется следующее свой-

ство логической эквивалентности:  если какую-нибудь часть формулы заме-

нить на логически эквивалентную, то получится формула, логически эквива-

лентная данной.  

Это верно, потому что в любой интерпретации логически эквивалентные 

формулы имеют одинаковые истинностные значения. 

 Для доказательства утверждения " | "  в ( ) рассмотрим следующую ин-

терпретацию: A  – « xR », B  – « yR», C  – « x y ». В этой интерпретации, 

как нетрудно видеть, правая часть ( ) истинна, а левая ложна. 

 Доказательство утверждения "| "  в ( ) проведём с помощью табличной 

процедуры. 
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 0 1 1 0

( : ) ( : ) | ( : ) ( : )

1 3 5 4 6 15 171618 2 7 9 8 10 11 131214

x A y B C y B x A C
и с и и и с и и и да л с и л л с и л л

       
 

2.3.3. Упражнение. Доказать остальные утверждения теорем 2.3.1 и 2.3.2. 
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